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Definicija
Neka su a, b ∈ N. Ka�emo da a deli b ili da je b deǉiv sa a i pixemo a | b ako postoji broj c ∈ N
tako da je b = a · c.

Teorema (o Euklidskom deǉeǌu)
Neka su a, b ∈ N i b ̸= 0. Tada postoje brojevi q, r ∈ N koji su jedinstveno odre�eni tako da je

a = b · q + r, 0 ≤ r < b.

Dokaz: na qasu.

Definicija
Neka su a, b ∈ Z. Ka�emo da a deli b ili da je b deǉiv sa a i pixemo a | b ako postoji broj c ∈ Z
tako da je b = a · c.

Teorema
Neka su a, b ∈ Z i b ̸= 0. Tada postoje brojevi q, r ∈ Z koji su jedinstveno odre�eni tako da je

a = q · b + r, 0 ≤ r < |b|.

Dokaz: na qasu.



Definicija
Neka su a, b ∈ N. Ka�emo da a deli b ili da je b deǉiv sa a i pixemo a | b ako postoji broj c ∈ N
tako da je b = a · c.

Teorema (o Euklidskom deǉeǌu)
Neka su a, b ∈ N i b ̸= 0. Tada postoje brojevi q, r ∈ N koji su jedinstveno odre�eni tako da je

a = b · q + r, 0 ≤ r < b.

Dokaz: na qasu.

Definicija
Neka su a, b ∈ Z. Ka�emo da a deli b ili da je b deǉiv sa a i pixemo a | b ako postoji broj c ∈ Z
tako da je b = a · c.

Teorema
Neka su a, b ∈ Z i b ̸= 0. Tada postoje brojevi q, r ∈ Z koji su jedinstveno odre�eni tako da je

a = q · b + r, 0 ≤ r < |b|.

Dokaz: na qasu.



Definicija
Broj d ∈ N je zajedniqki delilac prirodnih brojeva a i b ako d | a i d | b. Za takav broj d ka�emo da
je najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b ako d′ | d za svaki zajedniqki delilac d′ tih brojeva.
U tom sluqaju pixemo d = nzd(a, b).

Definicija
Broj s ∈ N je zajedniqki sadr�alac prirodnih brojeva a i b ako a | s i b | s. Za takav broj s ka�emo
da je najmaǌi zajedniqki sadr�alac brojeva a i b ako s | s′ za svaki zajedniqki sadr�alac s′ tih
brojeva. U tom sluqaju pixemo s = nzs(a, b).

Tvr�eǌe
Ako je a = bq + r onda je nzd(a, b) = nzd(b, r).

Dokaz: na qasu.
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Euklidov algoritam

Euklidov algoritam predstavǉa postupak za odre�ivaǌe najve�eg zajedniqkog delioca datih celih
brojeva a i b ̸= 0. Sastoji se od uzastopnog primeǌivaǌa teoreme o euklidskom deǉeǌu za cele
brojeve. Prvo, broj a pri deǉeǌu sa b daje neki koliqnik q1 i ostatak r1. Ako je r1 ̸= 0, mo�emo
podeliti b sa r1. U tom sluqaju dobijamo koliqnik q2 i ostatak r2. Ako je r2 ̸= 0 nastavǉamo postupak
sa brojevima r1 i r2. Postupak se zavrxava kada dobijemo ostatak koji je jednak nuli. Algoritam
mo�emo predstaviti xemom

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1
r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2
.
.
.

rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, 0 ≤ rn−1 < rn−2
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1
rn−1 = rnqn+1 + rn+1, 0 ≤ rn+1 < rn

Tvr�eǌe (Bezuova relacija)
Ako je nzd(a, b) = d, onda postoje brojevi x i y tako da ax + by = d.

Dokaz: na qasu.



Euklidov algoritam

Euklidov algoritam predstavǉa postupak za odre�ivaǌe najve�eg zajedniqkog delioca datih celih
brojeva a i b ̸= 0. Sastoji se od uzastopnog primeǌivaǌa teoreme o euklidskom deǉeǌu za cele
brojeve. Prvo, broj a pri deǉeǌu sa b daje neki koliqnik q1 i ostatak r1. Ako je r1 ̸= 0, mo�emo
podeliti b sa r1. U tom sluqaju dobijamo koliqnik q2 i ostatak r2. Ako je r2 ̸= 0 nastavǉamo postupak
sa brojevima r1 i r2. Postupak se zavrxava kada dobijemo ostatak koji je jednak nuli. Algoritam
mo�emo predstaviti xemom

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1
r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2
.
.
.

rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, 0 ≤ rn−1 < rn−2
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1
rn−1 = rnqn+1 + rn+1, 0 ≤ rn+1 < rn

Tvr�eǌe (Bezuova relacija)
Ako je nzd(a, b) = d, onda postoje brojevi x i y tako da ax + by = d.

Dokaz: na qasu.



Euklidov algoritam

a, b ∈ Z

M0 =

[
a 1 0
b 0 1

]

Matricu Mn+1 dobijamo od matrice Mn jednom od slede�ih transformacija:

T1: mno�eǌe vrste celim brojem i dodavaǌe drugoj vrsti;

T2: mno�eǌe vrste sa -1;

T3: zamena mesta vrstama.

Tvr�eǌe
Neka je Mn =

[
x p q
y s t

]
. Tada je x = ap + bq i y = as + bt.

Dokaz: na qasu.
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Definicija
Brojevi a, b ∈ Z su uzajamno prosti ako je nzd(a, b) = 1.

Tvr�eǌe
Ako a | bc i nzd(a, b) = 1 onda a | c.

Dokaz: na qasu.

Tvr�eǌe

Neka je d = nzd(a, b), tada je nzs(a, b) =
|ab|
d

.

Dokaz: na qasu.
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