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Bulovo ure�eǌe

Neka je struktura B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) Bulova algebra. Na skupu B mo�emo definisati relaciju
parcijalnog ure�eǌa na slede�i naqin:

x ≼ y akko x ⋏ y = x.

Par (B,≼) je parcijalno ure�eni skup. Ukoliko je domen B konaqan, Bulovu algebru B mo�emo
predstaviti grafiqki pomo�u Haseovog dijagrama.

Primer: Posmatrajmo Bulovu algebru

P({a, b, c}) = (P({a, b, c}),∪,∩,c , ∅, {a, b, c}).

Va�i da je P({a, b, c}) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}. Na skupu P({a, b, c})
definisano je Bulovo ure�eǌe ≼ sa:

A ≼ B akko A ∩ B = A akko A ⊆ B.

Bulovu algebru P({a, b, c}) predstavǉamo pomo�u Haseovog dijagrama na slede�i naqin:

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a} {b} {c}

∅
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Primer: Na skupu D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} (tj. skupu delilaca broja 30), definisane su binarne
operacije nzs(x, y) i nzd(x, y), kao i unarna operacija 30/x, za sve x, y ∈ B. Struktura
D30 = (D30, nzs, nzd, 30/, 1, 30) je Bulova algebra.Za sve x, y ∈ D30, ispuǌeni su slede�u uslovi:

A1: nzs(x, y) = nzs(y, x),

A2: nzd(x, y) = nzd(y, x),

A3: nzs(x, nzd(y, z)) = nzd(nzs(x, y), nzs(x, z)),

A4: nzd(x, nzs(y, z)) = nzs(nzd(x, y), nzd(x, z)),

A5: nzs(x, 1) = x,

A6: nzd(x, 30) = x,

A7: nzs(x, 30/x) = 30,

A8: nzd(x, 30/x) = 1,

A9: 1 ̸= 30.

Generalno, ukoliko je prirodan broj n proizvod razliqitih prostih brojeva i Dn skup svih delilaca
broja n, tada je struktura Dn = (Dn, nzs, nzd, n/, 1, n) Bulova algebra. Bulovo ure�eǌe ≼ na skupu Dn
definisano je sa:

x ≼ y akko nzd(x, y) = x akko x | y.

Haseovi dijagrami parcijalno ure�enih skupova (D6, |) i (D30, |). ( D6 = {1, 2, 3, 6} i
D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30})

D6 :

6

2 3

1

D30 :

30

6 10 15

2 3 5

1
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Atomi

Definicija
Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉna Bulova algebra. Element a ∈ B je atom ukoliko va�i
slede�e:

1) 0 ≺ a;

2) ako postoji y ∈ B takvo da je 0 ≼ y ≼ a, tada je y = 0 ili je y = a.

U generalnom sluqaju, Bulova algebra ne mora da sadr�i atome. Ukoliko Bulova algebra ne sadr�i
nijedan atom, ka�emo da je bezatomiqna. Konaqne Bulove algebre uvek imaju atome. Xta vixe, svaki
element proizvoǉne konaqne Bulove algebre mo�e se predstaviti kao bulovska disjunkcija atoma.

Tvr�eǌe
Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) konaqna Bulova algebra, tada va�i slede�e:

1. Ako je x ̸= 0 i x ∈ B, tada postoji atom a ∈ B takav da je a ≼ x.

2. Ako je x ̸= 0 i x ∈ B, tada je x = ⋎{a | a ∈ B je atom i a ≼ x}.

Dokaz: na qasu.
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Izomorfizam Bulovih algebri

Haseovi dijagrami Bulovih algebri

P({a, b}) =
(
P({a, b}),∪,∩,C , ∅, {a, b}

)
i D6 = ({1, 2, 3, 6}, nzs, nzd, 6/, 1, 6)

{a, b}

{a} {b} i

∅

6
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1

Prethodna dva dijagrama su identiqna (do na oznaku elemenata). Tabele operacija ovih Bulovih
algebri razlikuju se do na oznaku elemenata i oznaku operacija.

∪ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ {a} {b} {a, b}
{a} {a} {a} {a, b} {a, b}
{b} {b} {a, b} {b} {a, b}
{a, b} {a, b} {a, b} {a, b} {a, b}

←→

nzs 1 2 3 6
1 1 2 3 6
2 2 2 6 6
3 3 6 3 6
6 6 6 6 6

∩ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅
{a} ∅ {a} ∅ {a}
{b} ∅ ∅ {b} {b}
{a, b} ∅ {a} {b} {a, b}

←→

nzd 1 2 3 6
1 1 1 1 1
2 1 2 1 2
3 1 1 3 3
6 1 2 3 6

A AC

∅ {a, b}
{a} {b}
{b} {a}
{a, b} ∅

←→

x 6/x
1 6
2 3
3 2
6 1
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Izomorfizam Bulovih algebri

Definicija
Bulove algebre B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) i B∗ = (B∗,⋎∗,⋏∗,′∗ , 0∗, 1∗) su izomorfne ukoliko postoji
bijekcija f : B → B∗ za koju va�i:

1) f (x ⋎ y) = f (x) ⋎∗ f (y),

2) f (x ⋏ y) = f (x) ⋏∗ f (y),

3) f (x′) = f (x)′∗,

za sve x, y ∈ B. Izomorfizam Bulovih algebri B i B∗ oznaqavamo sa: B ∼= B∗.

Stonova teorema
Ako je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) konaqna Bulova algebra tada postoji konaqan skup S takav da je
B ∼= P(S).

Dokaz: na qasu.

Konaqnu Bulova algebru mogu�e je konstruisati samo na skupovima koji imaju 2m elemenatam, gde je
m ≥ 1.
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