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Iskazna algebra
iskazna algebra: 2 = {0, 1}

unarna operacij:

p ¬p
0 1
1 0

binarne operacije:

p q p ∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

p q p ⇒ q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p q p ⇔ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p ⊻ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0
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p q p ∨ q
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Jezik iskazne algebre L:
logiqke konstante {⊤,⊥}

prebrojivi skup iskaznih slova P
logiqki veznici

zagrade (, )

Formule jezika L:
1◦ iskazna slova i logiqke konstante su iskazne formule

2◦ ako su A i B iskazne formule, tada su iskazne formule i

¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A ⇒ B), (A ⇔ B), (A ⊻ B)

iskazne formule se dobijaju jedino konaqnom primenom pravila 1◦ i 2◦

ForL – skup formula nad jezikom L

Da bismo izbegli gomilaǌe zagrada uvodimo pravilo brisaǌa spoǉasǌih
zagrada i prioritet operacija. Najve�i prioritet ima operacija ¬,
sredǌeg prioriteta su operacije ∧ i ∨, a najmaǌeg operacije ⇒,⇔,⊻.

(¬p) ∧ q ¬p ∧ q
(p ∨ q) ⇔ r p ∨ q ⇔ r

((p ⊻ q) ∧ (¬r)) ⇒ (p ∨ (q ∧ r)) (p ⊻ q) ∧ ¬r ⇒ p ∨ (q ∧ r)
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definicija: Valuacija je bilo koja funkcija v : P → {0, 1}.

Primer: P = {p, q, r}.

Sa v(p) = 0, v(q) = 1 i v(r) = 0 je zadata jedna valuacija.

v :
(

p q r
0 1 0

)
.

Svaku valuaciju v : P → {0, 1} mo�emo produ�iti do funkcije v : For → {0, 1}
na slede�i naqin:

v(¬A) = ¬v(A)

v(A ∧ B) = v(A) ∧ v(B)

v(A ∨ B) = v(A) ∨ v(B)

v(A ⇒ B) = v(A) ⇒ v(B)

v(A ⇔ B) = v(A) ⇔ v(B)

v(A ⊻ B) = v(A) ⊻ v(B),

za sve A, B ∈ For.
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Primer: P = {p, q, r}

v : P → {0, 1} data sa v(p) = 0, v(q) = 1 i v(r) = 0.

v′ : P → {0, 1} data sa v′(p) = 0, v′(q) = 0 i v′(r) = 1
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definicija: Formula A je tautologija ako je v(A) = 1 za sve valuacije v.
Ako za svaku valuaciju v va�i v(A) = 0, onda ka�emo da je A
kontradikcija.

definicija: Formula A je zadovoǉiva ako postoji valuacija v tako da je
v(A) = 1. Skup formula Φ je zadovoǉiv ako postoji valuacija
v tako da je v(A) = 1 za sve formule A ∈ Φ.

definicija: Formula A je poreciva ako postoji valuacija v tako da je
v(A) = 0.

definicija: Formule A i B su logiqki (elementarno, semantiqki) ekviva-
lentne ako za svaku valuaciju v va�i v(A) = v(B). Pixemo
A ≡ B.

≡ je relacija ekvivalencije

(ForL/ ≡,∨,∧,′ , 0, 1) – Lindenbaum-Tarski algebra

definicija: Formula A je logiqka (semantiqka) posledica formule B ako
za svaku valuaciju v za koju je v(B) = 1 va�i da je v(A) = 1.
oznaka: B |= A

formula A je logiqka posledica formule B ako i samo ako je B ⇒ A
tautologija
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Slede�e formule su tautologije:

p ∧ p ⇔ p zakon idempotentnosti za konjunkciju
p ∨ p ⇔ p zakon idempotentnosti za disjunkciju
(p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r) zakon asocijativnosti za disjunkciju
(p ∧ q) ∧ r ⇔ p ∧ (q ∧ r) zakon asocijativnosti za konjunkciju
p ∧ q ⇔ q ∧ p zakon komutativnosti za konjunkciju
p ∨ q ⇔ q ∨ p zakon komutativnosti za disjunkciju
p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) zakon distribucije konjunkcije prema disjunkciji
p ∨ (q ∧ r) ⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) zakon distribucije disjunkcije prema konjunkciji
¬¬p ⇔ p zakon dvostruke negacije
p ∨ ¬p zakon iskǉuqeǌa tre�eg
¬(p ∧ q) ⇔ ¬p ∨ ¬q De Morganov zakon
¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q De Morganov zakon
p ∧ q ⇒ p slabǉeǌe konjunkcije
p ⇒ p ∨ q uvo�eǌe disjunkcije
p ⇒ p zakon refleksivnosti za implikaciju
p ⇔ p zakon refleksivnosti za ekvivalenciju
p ∧ (p ∨ q) ⇔ p zakon apsorpcije konjunkcije prema disjunkciji
p ∨ (p ∧ q) ⇔ p zakon apsorpcije disjunkcije prema konjunkciji
(p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q modus ponens
(p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q) pravilo uklaǌaǌa implikacije
(p ⇔ q) ⇔ ((p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)) pravilo uklaǌaǌa ekvivalencije
(p ⊻ q) ⇔ ¬(p ⇔ q) pravilo uklaǌaǌa ekskluzivne disjunkcije
((p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r)) ⇒ (p ⇒ r) zakon tranzitivnosti za implikaciju
((p ⇔ q) ∧ (q ⇔ r)) ⇒ (p ⇔ r) zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju
(p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p) zakon kontrapozicije



Normalne forme

Literal – logiqko slovo ili negacija logiqkog slova

definicija: Logiqka formula je u disjunktivnoj normalnoj formi, kra�e
DNF, ako je oblika

F1 ∨ F2 ∨ · · · ∨ Fk ,

gde je za svako i ∈ {1, 2, . . . , k}, formula Fi konjunkcija literala.

definicija: Logiqka formula je u konjunktivnoj normalnoj formi, kra�e
KNF, ako je oblika

F1 ∧ F2 ∧ · · · ∧ Fk ,

gde je za svako i ∈ {1, 2, . . . , k}, formula Fi disjunkcija literala.

Primer:

formula ¬p ∨ (¬q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r) je u disjunktivnoj normalnoj formi

formula (p ∨ ¬q) ∧ (p ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ ¬r) u konjunktivnoj normalnoj formi.
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KNF-DNF algoritam

svaka logiqka formula ekvivalentna je nekoj formuli koja je u
disjunktivnoj/konjunktivnoj normalnoj formu

KNF-DNF algoritam:
1◦ eliminixemo veznike koji se primeǌuju na logiqke konstante ⊤ i ⊥
2◦ eliminixemo ⊻ koriste�i p ⊻ q ≡ ¬(p ⇔ q)

3◦ eliminixemo ⇔ koriste�i p ⇔ q ≡ (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)

4◦ eliminixemo ⇒ koriste�i p ⇒ q ≡ ¬p ∨ q

5◦ primeǌujemo De Morganove zakone ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q i ¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q
dokle god je mogu�e

6◦ eliminixemo duple negacije koriste�i ¬¬p ≡ p

7◦ u zavisnosti od toga da li �elimo da dobijemo KNF ili DNF
primeǌujemo zakone distribucije:

p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r),

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)
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7◦ u zavisnosti od toga da li �elimo da dobijemo KNF ili DNF
primeǌujemo zakone distribucije:

p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r),

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)



Primer: (p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r)).

(p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r) ≡ ¬(¬p ∨ q) ∨ (¬(¬q ∨ r) ∨ (¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬r ∨ ¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬p ∨⊤))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧⊤)

≡ (p ∧ ¬q) ∨ q ∨ ¬p ∨ r

≡ (p ∨ q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ q ∨ ¬p ∨ r)

DNF: (p ∧ ¬q) ∨ q ∨ ¬p ∨ r,

KNF: (p ∨ q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ q ∨ ¬p ∨ r).

konjunktivna i disjunktivna normalna forma nisu jedinstvene u sintaksnom
smislu:

(p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r) i (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r) su logiqki ekvivalentne

(p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r) i (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r) su logiqki ekvivalentne



Primer: (p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r)).

(p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r) ≡ ¬(¬p ∨ q) ∨ (¬(¬q ∨ r) ∨ (¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬r ∨ ¬p ∨ r))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬p ∨⊤))

≡ (p ∧ ¬q) ∨ ((q ∨ ¬p ∨ r) ∧⊤)

≡ (p ∧ ¬q) ∨ q ∨ ¬p ∨ r

≡ (p ∨ q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ q ∨ ¬p ∨ r)

DNF: (p ∧ ¬q) ∨ q ∨ ¬p ∨ r,

KNF: (p ∨ q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ q ∨ ¬p ∨ r).

konjunktivna i disjunktivna normalna forma nisu jedinstvene u sintaksnom
smislu:

(p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r) i (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) ∨ (q ∧ ¬r) su logiqki ekvivalentne

(p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r) i (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) ∧ (q ∨ ¬r) su logiqki ekvivalentne



Savrxene normalne forme

iskazna formula A u kojoj se pojavǉuju iskǉuqivo iskazna slova p1, p2, . . . , pk
mo�e se predstaviti u slede�e dve forme:

1◦ SDNF(A) =
∨

u∈{v|v(A)=1}

(
pu(p1)

1 ∧ pu(p2)
2 ∧ · · · ∧ pu(pk)

k

)
– savrxena (ili kanonska

ili potpuna) disjunktivna normalna forma formule A (kra�e SDNF),

2◦ SKNF(A) ≡ ∧
u∈{v|v(A)=0}

(
pu(¬p1)

1 ∨ pu(¬p2)
2 ∨ · · · ∨ pu(¬pk)

k

)
– savrxena (ili

kanonska ili potpuna) konjunktivna normalna forma formule A (kra�e
SKNF),

gde je p0
i := ¬pi, a p1

i := pi.



Primer: A = p ⇔ (q ⇔ r).

p q r q ⇔ r A = p ⇔ (q ⇔ r)
v1 0 0 0 1 0
v2 0 0 1 0 1
v3 0 1 0 0 1
v4 0 1 1 1 0
v5 1 0 0 1 1
v6 1 0 1 0 0
v7 1 1 0 0 0
v8 1 1 1 1 1

{v | v(A) = 1} = {v2, v3, v5, v8} pa je SDNF formule A:

(¬p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ q ∧ r)

{v | v(A) = 0} = {v1, v4, v6, v7} pa je SKNF formule A:

(p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r)


