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Ojlerova funkcija

Definicija
Neka je n > 1 prirodan broj. Sa φ(n) oznaqavamo broj prirodnih brojeva m tako da 1 ≤ m < n i
nzd(m, n) = 1. Funkcija φ se naziva Ojlerova funkcija.

Tvr�eǌe
Neka su m, n > 1 prirodni brojevi takvi da je nzd(m, n) = 1. Tada je φ(mn) = φ(m)φ(n).

Dokaz: na qasu.

Posledica: Ako je n = p
α1
1 p

α2
2 · · · pαk

k
, onda je φ(n) = n(1 − 1

p1
)(1 − 1

p2
) · · · (1 − 1

pk
).

Neka je n > 1 prirodni broj. Skup {r1, . . . , rn} prirodnih brojeva je potpuni sistem ostataka po
modulu n ako je svaki ceo broj konguentan po modulu n taqno jednom od brojeva ri .
Mo�emo primetiti da je ri nije kongruentno po modulu n broju rj , za i ̸= j. Jedan primer za potpuni
sistem ostataka po modulu n je {0, 1, 2, . . . , n − 1}.

Ojlerova teorema
(Ojlerova teorema) Neka su a i n pozitivni prirodni brojevi, takvi da nzd(a, n) = 1. Tada va�i
aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz: na qasu.
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Bulove algebre

Uveo ih je �or
 Bul sredinom 19. veka.

Definicija
Algebarska struktura B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1), gde je B ̸= ∅, 0, 1 ∈ B, ⋎ i ⋏ su binarne a ′ je unarna
operacija na skupu B, je Bulova algebra ukoliko su zadovoǉene slede�e aksiome:

A1: x ⋎ y = y ⋎ x,

A2: x ⋏ y = y ⋏ x,

A3: x ⋎ (y ⋏ z) = (x ⋎ y) ⋏ (x ⋎ z),

A4: x ⋏ (y ⋎ z) = (x ⋏ y) ⋎ (x ⋏ z),

A5: x ⋎ 0 = x,

A6: x ⋏ 1 = x,

A7: x ⋎ x′ = 1,

A8: x ⋏ x′ = 0,

A9: 0 ̸= 1.

za svako x, y, z ∈ B.

Operacije ⋎, ⋏ i ′ redom nazivamo bulovska disjunkcija, bulovska konjunkcija i bulovski
komplement. Kada je u nekom kontekstu jasno da se radi o bulovskim operacijama tada ih kra�e
nazivamo konjunkcija, disjunkcija i komplement. Skup B nazivamo domen. Ukoliko je skup B konaqan,
tada je ka�emo da je Bulova algebra B konaqna, inaqe ka�emo da je beskonaqna.
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Primeri Bulovih algebri

Primer 1: (Prekidaqka algebra) Algebarska struktura 2 = ({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1), gde su operacije
∨, ∧ i ¬ definisane na slede�i naqin:

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

¬
0 1
1 0

je Bulova algebra. Ovako definisane operacije su, u stavri, logiqka disjunkcija (∨), logiqka
konjunkcija (∧ ) i negacija (¬).

Primer 2: (Algebra partitivnog skupa) Neka je X proizvoǉan neprazan skup i P(X ) partitivni
skup skupa X . Skup P(X ) zajedno sa operacijama unije, preseka i skupovnog komplementiraǌa (u
odnosu na skup X ) i istaknutim elementima ∅ i X qini Bulovu algebru P(X) = (P(X ),∪,∩,c , ∅, X ).
Ako A, B, C ∈ P(X ), jednakosti Bulove algebre

A1: A ∪ B = B ∪ A,

A2: A ∩ B = B ∩ A,

A3: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C),

A4: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C),

A5: A ∪ ∅ = A,

A6: A ∩ X = A,

A7: A ∪ Ac = X ,

A8: A ∩ Ac = ∅,

A9: X ̸= ∅.
su poznati skupovni identiteti.
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Princip dualnosti

Identiteti F1 i F2 su dualni ako se identitet F2 mo�e dobiti od identiteta F1 tako xto se svako
pojavǉivaǌe operacije ⋎ zameni sa ⋏, svako pojavǉivaǌe operacije ⋏ zameni sa ⋎, svako
pojavǉivaǌe 0 zameni sa 1 i svako pojavǉivaǌe 1 zameni sa 0.

Primer: Identiteti (x ⋎ y) ⋏ y′ = x i (x ⋏ y) ⋎ y′ = x su dualni identiteti, kao i identiteti
(x ⋏ 0) ⋏ (1 ⋎ x) = x′ ⋎ 0 i (x ⋎ 1) ⋎ (0 ⋏ x) = x′ ⋏ 1.

Neka je ϕ(⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉan Bulov iskaz. Tada je ϕ(⋎,⋏,′ , 0, 1) teorema akko je ϕ(⋏,⋎,′ , 1, 0)
teorema. Aksiome su dualne i princip dualnosti je direktna posledica toga.

Tvr�eǌe (osnovni zakoni Bulovih algebri)
U proizvoǉnoj Bulovoj algebri B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) za sve x, y, z ∈ B va�e slede�i identiteti:

1. 0′ = 1, 1′ = 0;

2. x ⋎ x = x, x ⋏ x = x (zakon idempotecije);

3. x ⋎ (x ⋏ y) = x, x ⋏ (x ⋎ y) = x (zakon apsorpcije);

4. Ako je x ⋎ y = 1 i x ⋏ y = 0, tada je x = y′. (jedinstvenost komplementa)

5. (x′)′ = x (zakon involucije);

6. x ⋎ (y ⋎ z) = (x ⋎ y) ⋎ z, x ⋏ (y ⋏ z) = (x ⋏ y) ⋏ z (zakon asocijativnosti);

7. (x ⋏ y)′ = x′ ⋎ y′, (x ⋎ y)′ = x′ ⋏ y′ (De Morganovi zakoni).
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