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Skoro sve xto radimo u matematici temeǉi se, posredno ili neposredno, na
pojmu skupa.

Pojam skupa je intuitivno jasan: zamixǉamo ga kao kolekciju nekih
objekata. Termin kolekcija qesto koristimo kao sinonim za pojam skupa.

Me�utim, ukoliko na taj naqin posmatramo skupove, brzo nailazimo na
probleme.

Berberinov paradoks: U nekom selu berberin brije sve stanovnike tog sela
koji ne briju sami sebe. Postavǉa se pitaǌe da li berberin brije sam sebe?

ako je odgovor ne, dakle berberin ne brije sam sebe, tada je i on jedan
od stanovnika sela koji se ne briju sami, pa mora brijati sam sebe, xto
je protivureqnost

ako je odgovor da, opet dolazimo do protivureqnosti jer berberin brije
iskǉuqivo ǉude iz sela koji se ne briju sami

Paradoks la�ǉivca: Filozof Epimenid (6 vek p.n.e.) sa Krita rekao je
”Kri�ani uvek la�u”. Da li je govorio istinu?
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Druga verzija paradoksa la�livca:Inspirisana je priqom o Pinokiju.
Postavǉa se pitaǌe xta �e se desiti ako Pinokio ka�e: ”Moj nos �e sada
porasti.”?

Greling-Nelsonov paradoks: Postoje neki pridevi koji opisuju sebe, npr.
petnaestoslovni, vixeslo�an. . . Reqi koje ne opisuju same sebe se zovu
heterologiqke. Da li je pridev ”heterologiqki” heterologiqka req?

Prethodni primeri su u vezi sa quvenim Raselovim paradoksom:

Posmatrajmo kolekciju S definisanu sa

x ∈ S akko x ̸∈ x.

Da li S ∈ S?

ako S ∈ S, na osnovu definicije kolekcije onda S ̸∈ S

ako S ̸∈ S, opet na osnovu definicije kolekcije S zakǉuqujemo da S ∈ S

Zakǉuqak: Ovako definisanu kolekciju S ne mo�emo smatrati skupom u
matematiqkom smislu.

Osnovna relacija me�u skupovima je relacija pripadnosti.
Skup A pripada skupu B zapisujemo sa A ∈ B. Ka�emo da je A element od B.
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Zermelo-Frenkelova teorija skupova
Skupovi se zasnivaju (definixu) aksiomatski. (Zermelo-Frenkelova (ZF)
teorija skupova)

Aksioma ekstenzije

Dva skupa su jednaka ako imaju iste elmente.

npr. skupovi A = {2, 3} i B = {x ∈ R | x2 − 5x + 6 = 0} su jednaki.

Aksioma praznog skupa

Postoji skup koji nema nijedan element.

Ovaj skup nazivamo prazan skup i oznaqavamo ga sa ∅. Prema aksiomi
ekstenzije ovaj skup je jedinstven.

Aksioma para

Za sve skupove x i y postoji skup z qiji su jedini elementi x i y.

Skup z oznaqavamo sa z = {x, y}. Va�i slede�e:

u ∈ {x, y} akko u = x ili u = y.

Mo�emo formirati skup sa jednim elementom ako uzmeno da je x = y. Prema
aksiomi ekstenzije va�i {x, x} = {x}.
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Zermelo-Frenkelova teorija skupova

Aksioma unije

Za svaki skup x postoji skup z tako da u ∈ z ako i samo ako u ∈ y za neki y ∈ x.
Skup z predstavǉa uniju qlanova skupa x i oznaqavamo ga sa

⋃
x.

Skup z =
⋃

x sastoji se od elemenata elemenata skupa x. Na primer, ako je
x = {a, b} tada je z =

⋃
{a, b} = a ∪ b.

definicija: Skup a je podskup skupa b, u oznaci a ⊆ b, ako za sve x ∈ a va�i
da x ∈ b.

Npr. skup ∅ je podskup svakog skupa.

Va�i da je N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Aksioma partitivnog skupa

Za svaki skup x postoji skup P(x), koji se sastoji od svih podskupova od x.

Ako je x = {a, b}, tada je P(x) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}.

Ako je x = ∅, tada je P(x) = P(∅) = {∅}.
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Zermelo-Frenkelova teorija skupova

Aksioma izdvajaǌa skupa (Aksioma separacija)

Za svaki skup a i svaku formulu ϕ(x) va�i da je {x ∈ a | ϕ(x)} skup.

Primene aksiome izdvajaǌa poskupa:

A ∩ B = {x ∈ A | x ∈ B} − presek skupova A i B

A \ B = {x ∈ A | x /∈ B} − razlika skupova A i B

neka A ⊆ U, Ac = {x ∈ U | x /∈ A} − komplement skupa A u skupu U

Osnovni skupovni identiteti:

1. (A∩B)∩C=A∩(B∩C)

2. (A∪B)∪C=A∪(B∪C)

3. (A△B)△C=A△(B△C)

4. A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)

5. A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)

6. A∩B=B∩A

7. A∪B=B∪A

8. A△B=B△A

9. A∩A=A

10. A∪A=A

11. A∩(A∪B)=A

12. A∪(A∩B)=A

13. (A∩B)c=Ac∪Bc

14. (A∪B)c=Ac∩Bc

15. (Ac)c=A

16. A\(B∩C)=(A\B)∪(A\C)

17. A\(B∪C)=(A\B)∩(A\C)
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Ure�eni parovi

tvr�e�e: Za skupove a, b, c, d va�i:

{a, b} = {c, d} ako i samo ako (a = c i b = d) ili (a = d i b = c).

dokaz: Ako va�i neki od dva uslova sa desne strane, jasno je da je {a, b} = {c, d}.
S druge strane, pretpostavimo da je {a, b} = {c, d}. Kako je a ∈ {a, b}, to
je a ∈ {c, d}, pa je a = c ili a = d. Neka je prvo a = c. Va�i d ∈ {c, d}, pa
d ∈ {a, b}, a time i d = a ili d = b. Ako je b = d va�i desna strana. Ako
je a = d, imamo da je a = c = d. Iz b ∈ {a, b} = {c, d} sledi b = c = d, pa
va�i desna strana. Sliqno se dokazuje i drugi sluqaj, kada je a = d.

definicija: Ure�eni par (a, b) skupova a i b je skup {{a}, {a, b}}.

tvr�e�e: Za ure�ene parove (a, b) i (c, d) va�i: (a, b) = (c, d) akko a =
c i b = d.

dokaz: Ako va�i a = c i b = d, onda je (a, b) = {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} = (c, d). Naka
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(a = d i b = c). U prvoj sluqaju imamo a = c ib = d. U drugom sluqaju
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Dekartov proizvod dva skupa

definicija: Dekartov proizvod skupova A i B je skup

A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

npr. Dekartov proizvod skupova A = {1, 2, 3} i B = {x, y} je

A × B = {(1, x), (1, y), (2, x), (2, y), (3, x), (3, y)}.

Kako je B × A = {(x, 1), (x, 2), (x, 3), (y, 1), (y, 2), (y, 3)}, vidimo da ne mora va�iti
jednakost izme�u skupova A × B i B × A.

napomena: A × B = ∅ akko A = ∅ ili B = ∅

Osobine Dekartovog prizvoda:

(A ∪ B) × C = (A × C) ∪ (B × C)

(A ∩ B) × C = (A × C) ∩ (B × C)
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Dekartov proizvod vixe skupova

definicija: Ure�ena n-torka elemenata a1, a2, . . ., an je objekat (a1, a2, . . . , an)
takav da va�i

(a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn) akko a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.

ure�ena n-torka mo�e se definisati preko pojma ure�enog para:

(a1, a2, . . . , an) := (a1, (a2, (. . . , (an−1, an) · · · )))

npr. (a1, a2, a3) := (a1, (a2, a3))
(a1, a2, a3, a4) := (a1, (a2, (a3, a4)))

definicija: Dekartov proizvod skupova A1, A2, . . . , An je skup

A1 × A2 × · · · × An = {(a1, a2, . . . , an) | a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . an ∈ An}.
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