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0.1 Definicija i primeri Bulovih algebri

Bulove algebre uveo je �or
 Bul1 sredinom XIX veka sa idejom da logiku i ǌene
zakonitosti prevede na jezik algebre. Prvobitni naziv za teoriju Bulovih al-
gebri bio je upravo algebra logike. Vremenom su Bulove algebre primeǌene na
xirok spektar disciplina, od teorije skupova do statistike, pri qemu je naj-
va�nija oblast primene raqunarstvo i informatika. U ovom poglavǉu da�emo
definiciju, osnovna svojstva i najpoznatije primere Bulovih algebri.

Definicija 0.1 Algebarska struktura B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1), gde je B ̸= ∅, 0, 1 ∈ B, ⋎
i ⋏ su binarne a ′ je unarna operacija na skupu B, je Bulova algebra ukoliko su
zadovoǉene slede�e aksiome:

A1: x⋎ y = y ⋎ x,

A2: x⋏ y = y ⋏ x,

A3: x⋎ (y ⋏ z) = (x⋎ y)⋏ (x⋎ z),

A4: x⋏ (y ⋎ z) = (x⋏ y)⋎ (x⋏ z),

A5: x⋎ 0 = x,

A6: x⋏ 1 = x,

A7: x⋎ x′ = 1,

A8: x⋏ x′ = 0,

A9: 0 ̸= 1.

za svako x, y, z ∈ B.

Operacije ⋎, ⋏ i ′ redom nazivamo bulovska disjunkcija, bulovska konjunkcija
i bulovski komplement. Kada je u nekom kontekstu jasno da se radi o bulovskim
operacijama tada ih kra�e nazivamo konjunkcija, disjunkcija i komplement. Skup
B nazivamo domen. Ukoliko je skup B konaqan, tada je ka�emo da je Bulova algebra
B konaqna, inaqe ka�emo da je beskonaqna.

Primer 0.2 Algebarska struktura 2 = ({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1), gde su operacije ∨, ∧ i
¬ definisane na slede�i naqin:

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

¬
0 1
1 0

je Bulova algebra. Ovako definisane operacije su, u stavri, logiqka disjunkcija
(∨), logiqka konjunkcija (∧ ) i negacija (¬). Za x, y, z ∈ {0, 1}, jednakosti

1George Boole (1815-1864), engleski matematiqar i filozof
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A1: x ∨ y = y ∨ x,

A2: x ∧ y = y ∧ x,

A3: x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),

A4: x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

A5: x ∨ 0 = x,

A6: x ∧ 1 = x,

A7: x ∨ x′ = 1,

A8: x ∧ x′ = 0,

A9: 0 ̸= 1

su dobro poznati zakoni iskazne logike. Ova dvo-elementna Bulova algebra se
naziva jox i prekidaqka algebra, ili algebra iskaza i predstavǉa najjednostavniji
primer Bulove algebre (tj. Bulovu algebru sa najmaǌim brojem elemenata). ♣

Primer 0.3 Bulova algebra 2n = (2n,
∨
,
∧
,′ , 0, 1), gde su operacije

∨
,
∧

i ′ defin-
isane na slede�i naqin:

(x1, x2, . . . , xn)
∨

(y1, y2, . . . , yn) = (x1 ∨ y1, x2 ∨ y2, . . . , xn ∨ yn)

(x1, x2, . . . , xn)
∧

(y1, y2, . . . , yn) = (x1 ∧ y1, x2 ∧ y2, . . . , xn ∧ yn)

(x1, x2, . . . , xn)
′ = (¬x1,¬x2, . . . ,¬xn)

predstavǉa primer algebre koja ima 2n elemenata. Kasnije �emo se uveriti da
svaka konaqna Bulova algebra ima 2n elemenata. ♣

Primer 0.4 Neka je X proizvoǉan neprazan skup i P(X) partitivni skup skupa
X. Skup P(X) zajedno sa operacijama unije, preseka i skupovnog komplementiraǌa
(u odnosu na skup X) i istaknutim elementima ∅ i X qini Bulovu algebru P(X) =
(P(X),∪,∩,c , ∅, X). Ako A,B,C ∈ P(X), jednakosti Bulove algebre

A1: A ∪B = B ∪ A,

A2: A ∩B = B ∩ A,

A3: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

A4: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

A5: A ∪ ∅ = A,

A6: A ∩X = A,
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A7: A ∪ Ac = X,

A8: A ∩ Ac = ∅,

A9: X ̸= ∅.

su dobro poznati skupovni identiteti. Ova Bulova algebra je jedna od najpoznati-
jih i naziva se jox i algebrom partitivnog skupa. Ukoliko je skup X konaqan, tada
ova algebra ima 2n elemenata. Ukoliko je skup X beskonaqan, onda je odgovaraju�a
algebra partitivnog skupa beskonaqna. ♣

Primer 0.5 Neka je X neprazan skup. Familija FX ⊆ P(X) je poǉe skupova nad X
ako:

1) ∅, X ∈ FX;

2) ako je A,B ∈ FX, tada i A ∪B,A ∩B,AC ∈ FX.

Na primer, skup {∅, {a}, {b, c}, {a, b, c}} ispuǌava gorǌa dva uslova i predstavǉa
jedno poǉe skupova.

Ako je familija FX poǉe skupova, nije texko uveriti se da je tada struk-
tura FX = (FX ,∪,∩,C , ∅, X) Bulova algebra (va�e iste aksiome kao u prethodnom
primeru). Ovu Bulovu algebru nazivamo algebra skupova ili poǉe skupova. Prime-
timo da je algebra partitivnog skupa specijalan sluqaj poǉa skupova.

Primer 0.6 Na skupu D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} (tj. skupu delilaca broja 30),
definisane su binarne operacije nzs(x, y) i nzd(x, y), kao i unarna operacija 30/x,
za sve x, y ∈ B. Struktura D30 = (D30, nzs, nzd, 30/, 1, 30) je Bulova algebra. Zaista,
za sve x, y ∈ D30, ispuǌeni su slede�u uslovi:

A1: nzs(x, y) = nzs(y, x),

A2: nzd(x, y) = nzd(y, x),

A3: nzs(x, nzd(y, z)) = nzd(nzs(x, y), nzs(x, z)),

A4: nzd(x, nzs(y, z)) = nzs(nzd(x, y), nzd(x, z)),

A5: nzs(x, 1) = x,

A6: nzd(x, 30) = x,

A7: nzs(x, 30/x) = 30,

A8: nzd(x, 30/x) = 1,

A9: 1 ̸= 30.
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Jednakosti A1, A2, A5, A6 i A9 trivijano va�e. Jednakosti A3 i A4 va�e na os-
novu Tvr�eǌa ??. Uverimo se da va�e i jednakosti A7 i A8. Svaki element
x ∈ D30 je oblika x = 2α13α25α3, gde α1, α2, α3 ∈ {0, 1}, i je ǌegov komplement je
30/x = 21−α131−α251−α3. Primetimo da va�i da ako je αi = 1, tada je 1 − αi = 0 i
obrnuto, za sve i ∈ {1, 2, 3}. Prema tome, sledi da je

nzs(x, 30/x) = nzs(2α13α25α3 , 21−α131−α251−α3)

= 2max{α1,1−α1}3max{α2,1−α2}5max{α3,1−α3}

= 21 · 31 · 51 = 30.

Sliqno,

nzd(x, 30/x) = nzd(2α13α25α3 , 21−α131−α251−α3)

= 2min{α1,1−α1}3min{α2,1−α2}5min{α3,1−α3}

= 20 · 30 · 50 = 1,

pa je D30 zaista jedna Bulova algebra.
Generalno, ukoliko je prirodan broj n proizvod razliqitih prostih brojeva i

Dn skup svih delilaca broja n, tada je struktura Dn = (Dn, nzs, nzd, n/, 1, n) Bulova
algebra. Dokaz jednakosti A1–A9 je analogan dokazu u prethodnom konkretnom
sluqaju. ♣

Primer 0.7 Neka je X neprazan skup i Y ⊆ X. Oznaqimo sa

BX = {kY | Y ∈ P(X)},

gde je kY : X → {0, 1} karakteristiqna funkcija skupa Y . Na skupu BX definiximo
binarne operacije ⋎ i ⋏ na slede�i naqin:

kY ⋎ kZ := kY ∪Z ,

kY ⋏ kZ := kY ∩Z

i unarnu operaciju ′ sa:
k′
Y := kX\Y .

Tada, na osnovu osnovnih skupovnih identiteta i svojstava karakteristiqne funkcije
va�e slede�e jednakosti:

A1: kY ⋎ kZ = kZ ⋎ kY ,

A2: kY ⋏ kZ = kZ ⋏ kY ,

A3: kY ⋎ (kZ ⋏ kT ) = (kY ⋎ kZ)⋏ (kY ⋎ kT ),

A4: kY ⋏ (kZ ⋎ kT ) = (kY ⋏ kZ)⋎ (kY ⋏ kT ),

A5: kY ⋎ k∅ = kY ,
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A6: kY ⋏ kX = kY ,

A7: kY ⋎ k′
Y = kX,

A8: kY ⋏ k′
Y = k∅,

A9: k∅ ̸= kX.

za sve kY , kZ , kT ∈ BX. Prema tome, struktura BX = (BX ,⋎,⋏,′ , k∅, kX) je jox jedan
primer Bulove algebre. ♣

Primer 0.8 Neka je P prebrojiv skup iskaznih slova i For(P ) skup logiqih for-
mula na jeziku P . Na skupu For(P ) mo�emo definisati relaciju ekvivalencije ≡
na slede�i naqin:

A ≡ B akko A⇔ B je tautologija.

Kalsa formule A je skup
[A] = {B | A ≡ B}.

Uoqimo skup K = {[A] | A ∈ For(P )}. Na skupu K definiximo operacije ⋎,⋏ i ′ sa:

[A]⋎ [B] := [A ∨B],

[A]⋏ [B] := [A ∧B]

[A]′ := [¬A],

za sve A,B ∈ For(P ). Poka�imo da su ove operacije dobro defnisane, tj. da ne
zavise od izbora predstavnika klasa. Ako je [A] = [A′] i [B] = [B′], operacija ⋎
je dobro definisana ako je [A] ⋎ [B] = [A′] ⋎ [B′], odnosno ako je [A ∨ B] = [A′ ∨ B′].
Kako je A ≡ A′ i B ≡ B′, sledi da je A ∨B ≡ A′ ∨B′, pa je odatle [A ∨B] = [A′ ∨B′].
Sliqno se dokazuje da su ⋏ i ′ dobro definisane.

Posmatrajmo strukturu K = (K,⋎,⋏,′ , [⊥], [⊤]), gde je [⊥] klasa kontradikcija a
[⊤] klasa tautologija. Nije texko proveriti da va�e jednakosti:

A1: [A]⋎ [B] = [A ∨B] = [B ∨ A] = [B]⋎ [A],

A2: [A]⋏ [B] = [A ∧B] = [B ∧ A] = [B]⋏ [A],

A3: [A]⋎ ([B]⋏ [C]) = [A ∨ (B ∧ C)] = [(A ∨B) ∧ (A ∨ C)] = ([A]⋎ [B])⋏ ([A]⋎ [C]),

A4: [A]⋏ ([B]⋎ [C]) = [A ∧ (B ∨ C)] = [(A ∧B) ∨ (A ∧ C)] = ([A]⋏ [B])⋎ ([A]⋏ [C]),

A5: [A]⋎ [⊥] = [A ∨ ⊥] = [A],

A6: [A]⋏ [⊤] = [A ∧ ⊤] = [A],

A7: [A]⋎ [A]′ = [A ∨ ¬A] = [⊤],

A8: [A]⋏ [A]′ = [A ∧ ¬A] = [⊥],

A9: [⊥] ̸= [⊤].

za sve [A], [B], [C] ∈ K. Prema tome, struktura K je Bulova algebra. Ova Bulova
algebra naziva se Lindenbaumova algebra. ♣
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0.2 Osnovna svojstva

Ukoliko pa�ǉivo pogledamo aksiome mo�emo primetiti odre�ene sliqnosti izme�u
parova aksioma A1 i A2, A3 i A4, A5 i A6, kao i para aksioma A7 i A8. Ka�emo
da su ovi parovi aksioma dualni. Identiteti F1 i F2 su dualni ako se identitet F2

mo�e dobiti od identiteta F1 tako xto se svako pojavǉivaǌe operacije ⋎ zameni
sa ⋏, svako pojavǉivaǌe operacije ⋏ zameni sa ⋎, svako pojavǉivaǌe 0 zameni sa
1 i svako pojavǉivaǌe 1 zameni sa 0. Na primer, (x⋎ y)⋏ y′ = x i (x⋏ y)⋎ y′ = x su
dualni identiteti, kao i identiteti (x⋏0)⋏ (1⋎x) = x′⋎0 i (x⋎1)⋎ (0⋏x) = x′⋏1.
Direktna posledica dualnosti aksioma je slede�i va�an princip.

Teorema 0.9 (Princip dualnosti) Neka je ϕ(⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉan Bulov iskaz.
Tada je ϕ(⋎,⋏,′ , 0, 1) teorema akko je ϕ(⋏,⋎,′ , 1, 0) teorema.

Dakle, za svaku teoremu u Bulovoj algebri automatski mora va�iti i ǌoj
dualna teorema, tj. teorema koja sadr�i dualni identitet. Kako svaka aksioma
ima svoj dual, ukoliko se u dokazu nekog indentiteta svako pozivaǌe na aksiomu
zameni ǌoj dualnom aksiomom, dobijamo dokaz za dualni identitet.

U nastavku navodimo neke od najva�nijih zakonitosti koje va�e u Bulovim
algebrama.

Teorema 0.10 U proizvoǉnoj Bulovoj algebri B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) za sve x, y, z ∈ B
va�e slede�i identiteti:

1. 0′ = 1, 1′ = 0;

2. x⋎ x = x, x⋏ x = x (zakon idempotecije);

3. x⋎ (x⋏ y) = x, x⋏ (x⋎ y) = x (zakon apsorpcije);

4. Ako je x⋎ y = 1 i x⋏ y = 0, tada je x = y′. (jedinstvenost komplementa)

5. (x′)′ = x (zakon involucije);

6. x⋎ (y ⋎ z) = (x⋎ y)⋎ z, x⋏ (y ⋏ z) = (x⋏ y)⋏ z (zakon asocijativnosti);

7. (x⋏ y)′ = x′ ⋎ y′, (x⋎ y)′ = x′ ⋏ y′ (De Morganovi zakoni).

Dokaz. 1. 0′
A5
= 0′ ⋎ 0

A1
= 0⋎ 0′

A7
= 1, 1′

A6
= 1′ ⋏ 1

A2
= 1⋏ 1′

A8
= 0.

2. x
A5
= x⋎ 0

A8
= x⋎ (x⋏ x′)

A3
= (x⋎ x)⋏ (x⋎ x′)

A7
= (x⋎ x)⋏ 1

A6
= x⋎ x.

Drugi identitet dobijamo primenom dualnih aksioma:

x
A6
= x⋏ 1

A7
= x⋏ (x⋎ x′)

A4
= (x⋏ x)⋎ (x⋏ x′)

A8
= (x⋏ x)⋎ 0

A5
= x⋏ x.
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3. Najpre �emo dokazati da da va�i 1 ⋎ x = 1, a time i 0 ⋏ x = 0, na osnovu
principa dualnosti. Va�i slede�e:

1⋎ x
A6
= (1⋎ x)⋏ 1

A7
= (1⋎ x)⋏ (x′ ⋎ x)

A3
= (1⋏ x′)⋎ x

A6
= x′ ⋎ x

A7
= 1.

Koriste�i prethodni rezultat dokazujemo zakon apsorpcije:

x⋎ (x⋏ y)
A6
= (x⋏ 1)⋎ (x⋏ y)

A4
= x⋏ (1⋎ y) = x⋏ 1

A6
= x.

4. y
A5
= y ⋎ 0

A8
= y ⋎ (x ⋏ x′)

A3
= (y ⋎ x) ⋏ (y ⋎ x′) = 1 ⋏ (y ⋎ x′)

A7
= (x ⋎ x′) ⋏ (y ⋎ x′)

A3
=

(x⋏ y)⋎ x′ = 0⋎ x′ A5
= x′.

5. (x′)′
A5
= (x′)′ ⋎ 0

A8
= (x′)′ ⋎ (x ⋏ x′)

A3
= ((x′)′ ⋎ x) ⋏ ((x′)′ ⋎ x′)

A7
= ((x′)′ ⋎ x) ⋏ 1

A7
=

((x′)′ ⋎ x)⋏ (x′ ⋎ x)
A3
= ((x′)′ ⋏ x′)⋎ x

A8
= 0⋎ x

A5
= x.

6. Pre nego xto pre�emo na dokazivaǌe zakona asocijativnosti dokaza�emo
slede�e pomo�no tvr�eǌe: ako je y ⋏ x = z ⋏ x i y ⋏ x′ = z ⋏ x′, sledi da
je y = z. Zaista, va�i slede�i niz jednakosti:

y
A6
= y ⋏ 1

A7
= y ⋏ (x⋎ x′)

A4
= (y ⋏ x)⋎ (y ⋏ x′) = (z ⋏ x)⋎ (y ⋏ x′)

A3
= z ⋏ (x⋎ x′)

A7
= z ⋏ 1

A6
= z.

Oznaqimo sa L = x ⋎ (y ⋎ z) i D = (x ⋎ y) ⋎ z. Poka�imo da je L ⋏ x = D ⋏ x i
L⋏ x′ = D ⋏ x′. Na osnovu prethodnog pomo�nog tvr�eǌa va�i�e da je L = D,
qime �e biti dokazan zakon asocijativnosti.

L⋏ x = (x⋎ (y ⋎ z))⋏ x = x (na osnovu zakona apsorpcije)

D ⋏ x = ((x⋎ y)⋎ z)⋏ x
A4
= ((x⋎ y)⋏ x)⋎ (z ⋏ x)

3.
= x⋎ (z ⋏ x)

3.
= x.

L⋏ x′ = (x⋎ (y ⋎ z))⋏ x′ A4
= (x⋏ x′)⋎ ((y ⋎ z)⋏ x′)

A8
= 0⋎ ((y ⋎ z)⋏ x′)

A5
= (y ⋎ z)⋏ x′

D ⋏ x′ = ((x⋎ y)⋎ z)⋏ x
A4
= ((x⋎ y)⋏ x′)⋎ (z ⋏ x′)

A4
= ((x⋏ x′)⋎ (y ⋏ x′))⋎ (z ⋏ x′)

A4
= (0⋎ (y ⋏ x′))⋎ (z ⋏ x′)

A5
= (y ⋏ x′)⋎ (z ⋏ x′)

A4
= (y ⋎ z)⋏ x′.

7. Neka je L = x ⋏ y i D = x′ ⋎ y′. Ukoliko je L ⋏ D = 0 i L ⋎ D = 1, tada, na
osnovu zakona o jedinstvenosti komplementa, mo�emo zakǉuqiti da je D = L′.

L⋏D = (x⋏ y)⋏ (x′ ⋎ y′)
A4
= ((x⋏ y)⋏ x′)⋎ ((x⋏ y)⋏ y′)

A2
= ((y ⋏ x)⋏ x′)⋎ ((x⋏ y)⋏ y′)

6.
= (y ⋏ (x⋏ x′))⋎ (x⋏ (y ⋏ y′))

A8
= (y ⋏ 0)⋎ (x⋏ 0) = 0⋎ 0

A5
= 0

L⋎D = (x⋏ y)⋎ (x′ ⋎ y′)
A3
= (x⋎ (x′ ⋎ y′))⋏ (y ⋎ (x′ ⋎ y′))

A1
= (x⋎ (x′ ⋎ y′))⋏ (y ⋎ (y′ ⋎ x′))

6.
= ((x⋎ x′)⋎ y′)⋏ ((y ⋎ y′)⋎ x′)

(1⋎ y′)⋏ (1⋎ x′) = 1⋏ 1
A6
= 1. □
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Nadaǉe u dokazima ne�emo posebno naglaxavati koje aksiome ili ǌihove posledice
(zakonitosti) koristimo. Tako�e, komutativnost i asocijativnost ne�emo posebno
zapisivati.

0.3 Bulovo ure�e�e

Neka je struktura B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) Bulova algebra. Na skupu B mo�emo defin-
isati relaciju parcijalnog ure�eǌa na slede�i naqin:

x ≼ y akko x⋏ y = x.

Naime, kako je x ⋏ x = x, relacija ≼ je refleksivna. Ako je x ≼ y i y ≼ x, tada
je x ⋏ y = x i y ⋏ x = y, pa je x = y. Prema tome, relacija ≤ je antisimetriqna.
Ako je x ≼ y i y ≼ z, tada je x ⋏ y = x i y ⋏ z = y. Odatle je x ⋏ z = (x ⋏ y) ⋏ z =
x⋏ (y ⋏ z) = x⋏ y = x, pa je x ≼ z. Zakǉuqujemo da je relacija ≼ i tranzitivna.

Bulov iskaz x ⋏ y = x ekvivalentan je iskazu x ⋎ y = y, za svaka dva elementa
x, y proizvoǉne Bulove algebre B. Ako pretpostavimo da va�i x ⋏ y = x, tada je
x⋎ y = (x⋏ y)⋎ y = y. Obrnuto, ako je x⋎ y = y, sledi da je x⋏ y = x⋏ (x⋎ y) = x.
Na osnovu prethodnog razmatraǌa, ure�eǌe ≼ mo�emo definisati i na slede�i,
ekvivalentan naqin:

x ≼ y akko x⋎ y = y.

Ukoliko je x ≼ y i x ̸= y koristi�emo oznaki x ≺ y.

U nekim konkretnim Bulovim algebrama Bulovom ure�eǌu ≼ odgovaraju neke
poznate relacije ure�eǌa. Tako je, na primer, u algebri partitivnog skupa
relacija ≼ zapravo relacija ⊆. Zaista, ako A,B ∈ P(X) tada je A ∩ B = A ako
i samo ako je A ⊆ B. Isto va�i i u poǉu skupova. U Lindenbaumovoj algebri za
sve [A], [B] ∈ K imamo slede�i niz ekvivalentnih tvrdǌi:

[A] ≼ [B] akko [A]⋏ [B] = [A]

akko [A ∧B] = [A]

akko A ∧B ≡ A

akko A ∧B ⇔ A je tautologija
akko (A ∧B ⇒ A) ∧ (A⇒ A ∧B) je tautologija
akko A⇒ A ∧B je tautologija
akko A⇒ B je tautologija.

Prema tome, u ovoj algebri je [A] ≼ [B] ako i samo ako je A⇒ B tautologija. Kada
je u pitaǌu Bulova algebra Dn u ǌoj je za sve x, y ∈ Dn ure�eǌe x ≼ y definisano
sa: x ≼ y ako i samo ako je nzd(x, y) = x. Drugim reqima, x ≼ y ako i samo ako x | y.

Uverili smo se da je za proizvoǉnu Bulovu algebru B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1), par
(B,≼) parcijalno ure�eni skup. Prema tome, ukoliko je domen B konaqan, Bulovu
algebru B mo�emo predstaviti grafiqki pomo�u Haseovog dijagrama.
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Primer 0.11 Posmatrajmo Bulovu algebru

P({a, b, c}) = (P({a, b, c}),∪,∩,c , ∅, {a, b, c}).

Va�i da je P({a, b, c}) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}. Kao xto smo ve�
rekli, na skupu P({a, b, c}) definisano je Bulovo ure�eǌe ≼ sa:

A ≼ B akko A ⊆ B.

Prema tome, Bulovu algebru P({a, b, c}) predstavǉamo pomo�u Haseovog dija-
grama na slede�i naqin:

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a} {b} {c}

∅

♣

Primer 0.12 Struktura F{a,b,c} = (F{a,b,c},∪,∩,C , ∅, {a, b, c}) je poǉe skupova sa Bulovim
ure�eǌem ⊆. Haseov dijagram ove Bulove algebre je:

{a, b, c}

{a} {b, c}

∅

♣

Primer 0.13 U Bulovoj algebri Dn = (Dn, nzs, nzd, n/, 1, n) Bulovo ure�eǌe ≼ na
skupu Dn definisano je sa:

x ≼ y akko x | y.

U nastavku dajemo grafiqki prikaz Bulovih algebri D6 i D30, tj. odgovaraju�e
Haseove dijagrame parcijalno ure�enih skupova (D6, |) i (D30, |). Prisetimo se da
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je D6 = {1, 2, 3, 6} i D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}.

D6 :

6

2 3

1

D30 :

30

6 10 15

2 3 5

1

♣

Tvr�eǌe 0.14 Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉna Bulova algebra, ure�eni par
(B,≼) je parcijalno ure�en skup i va�i:

1. Element 0 je najmaǌi element skupa B.

2. Element 1 je najve�i element skupa B.

3. Za sve elemente x, y ∈ B va�i sup{x, y} = x⋎ y.

4. Za sve elemente x, y ∈ B va�i inf{x, y} = x⋏ y.

Dokaz. 1. Za prozvoǉan element x Bulove algebre B va�i da je x ⋏ 0 = 0, pa
mo�emo zakǉuqiti da je 0 ≼ x. Drugim reqima, 0 je najmaǌi skupa B u
odnosu na ure�eǌe ≼.

2. Iz qiǌenice da je x⋏ 1 = 1 sledi da je x ≼ 1, pa je 1 je najve�i element skupa
B.

3. Najpre �emo pokazati da je x ⋎ y jedno gorǌe ograniqeǌe skupa {x, y}. Na
osnovu zakona apsorpcije va�i x⋏ (x⋎ y) = x i y ⋏ (x⋎ y) = y, odnosno, va�i
da je x ⋎ y ≼ x i x ⋎ y ≼ y. Prema tome, x ⋎ y jeste jedno gorǌe ograniqeǌe.
Neka je x, y ≼ z, tj. neka je z tako�e gorǌe ograniqeǌe skupa {x, y}. Tada je
(x ⋎ y) ⋏ z = (x ⋏ z) ⋎ (y ⋏ z) = x ⋎ y, pa je x ⋎ y ≼ z. Dakle, x ⋎ y je najmaǌe
gorǌe ograniqeǌe.

4. Kako je (x ⋏ y) ⋎ x = x i (x ⋏ y) ⋎ y = y, va�i da je x ⋏ y ≼ x i x ⋏ y ≼ y, pa
element x ⋏ y jeste jedno doǌe ograniqeǌe skupa {x, y}. Ako je z ∈ B tako�e
doǌe ograniqeǌe skupa B, tj. z ≼ x, y, tada je (x⋏y)⋎z = (x⋎z)⋏(x⋎z) = x⋏y.
Zakǉuqujemo da je element x⋏ y najve�e doǌe ograniqeǌe. □

Ure�eǌe ≼ na skupu B sla�e se sa operacijama ⋎,⋏ i ′, o qemu govori naredno
tvr�eǌe.
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Tvr�eǌe 0.15 Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉna Bulova algebra, za bilo koje
elemente x, y, z ∈ B va�i:

1. ako je x ≼ y i u ≼ v, tada je x⋎ u ≼ y ⋎ v i x⋏ u ≼ y ⋏ v;

2. x ≼ y ako i samo ako y′ ≼ x′.

Dokaz. 1. Neka je x ≼ y i u ≼ v, tada je x ⋏ y = x i u ⋏ v = u, ali i x ⋎ y = y i
u⋎ v = v. Sledi da je

(x⋎ u)⋎ (y ⋎ v) = (x⋎ y)⋎ (u⋎ v) = y ⋎ v,

odnosno, x⋎ u ≼ y ⋎ v. Sliqno, va�i da je

(x⋏ u)⋏ (y ⋏ v) = (x⋏ y)⋏ (u⋏ v) = x⋏ u,

tj. x⋏ u ≼ y ⋏ v.

2. Va�i da je x ≼ y ako i samo ako je x⋏ y = x, tj. ako i samo ako je (x⋏ y)′ = x′,
xto je daǉe ekvivalentno x′ ⋎ y′ = x′, odnosno y′ ≼ x′. □

Za proizvoǉan konaqan skup X, primetimo da se svaki element A ∈ P(X) Bulove
algebre P(X) mo�e zapisati kao konaqna unija jednoqlanih podskupova od X
(takozvanih singltona). Tako�e, za proizvoǉno n, svaki element x ∈ Dn Bulove al-
gebre Dn, mo�e se predstaviti kao najve�i zajedniqki sadr�alac stepena prostih
brojeva koji dele n. Drugim reqima, singltoni, odnosno prosti brojevi koji dele
n predstavǉaju gradivne elemenate u Bulovim algebrama P(X), odnosno i Dn. U
proizvoǉnoj Bulovoj algebri B, ulogu gradivnog elementa imaju atomi, elementi
qiju definiciju dajemo u nastavku.

Definicija 0.16 Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) proizvoǉna Bulova algebra. Element
a ∈ B je atom ukoliko va�i slede�e:

1) 0 ≺ a;

2) ako postoji y ∈ B takvo da je 0 ≼ y ≼ a, tada je y = 0 ili je y = a.

U generalnom sluqaju, Bulova algebra ne mora da sadr�i atome. Ukoliko
Bulova algebra ne sadr�i nijedan atom, ka�emo da je bezatomiqna. Konaqne
Bulove algebre uvek imaju atome. Xta vixe, svaki element proizvoǉne konaqne
Bulove algebre mo�e se predstaviti kao bulovska disjunkcija atoma.

Tvr�eǌe 0.17 Neka je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) konaqna Bulova algebra, tada va�i slede�e:

1. Ako je x ̸= 0 i x ∈ B, tada postoji atom a ∈ B takav da je a ≼ x.

2. Ako je x ̸= 0 i x ∈ B, tada je x = �{a | a ∈ B je atom i a ≼ x}.
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Dokaz. 1. Ukoliko je x atom, tada je a = x. U suprotnom, postoji element x1 ∈ B
takav da je 0 ≺ x1 ≺ x. U sluqaju da je x1 atom, sledi da je a = x1, inaqe postoji
element x2 ∈ B takav da je 0 ≺ x2 ≺ x1 ≺ x. Ukoliko x2 nije atom, nastavǉamo
postupak analizom elementa x3 ∈ B za koji va�i 0 ≺ x3 ≺ x2 ≺ x1 ≺ x. Ovaj
postupak se mora zavrxiti u konaqno mnogo koraka jer domen B sadr�i samo
konaqno mnogo elemenata. Odnosno, mora postojati element xn, za n ∈ N,
takav da je 0 ≺ xn ≺ · · · ≺ x3 ≺ x2 ≺ x1 ≺ x i xn je atom.

2. Neka je {a | a ∈ B je atom i a ≼ x} = {a1, a2, . . . , ak}. Obele�imo sa

y = �{a | a ∈ B je atom i a ≼ x} = a1 ⋎ a2 ⋎ · · ·⋎ ak.

Kako je ai ≼ x, sledi da je ai ⋏ x = ai, za sve i ∈ {1, . . . , k}. Prema tome,

y ⋏ x = (a1 ⋎ a2 ⋎ · · ·⋎ ak)⋏ x

= (a1 ⋏ x)⋎ (a2 ⋏ x)⋎ . . .⋎ (ak ⋏ x)

= a1 ⋎ a2 ⋎ · · ·⋎ ak

= y.

Dakle, y ⋏ x = y, tj. y ≼ x. Poka�imo da je, zapravo, y = x.

Pretpostavimo suprotno, neka je y ≺ x. Posmatrajmo element y′⋏x. Naravno,
va�i da je 0 ≼ y′ ⋏ x, jer je 0 najmaǌi element skupa B. Poka�imo da je
y′ ⋏ x ̸= 0. Ako bi bilo taqno da je y′ ⋏ x = 0, tada bi sledilo da je y ⋏ x =
(y ⋏ x) ⋎ 0 = (y ⋏ x) ⋎ (y′ ⋏ x) = (y ⋎ y′) ⋏ x = 1 ⋏ x = x, tj. x ⪯ y, xto je u
kontradikciji sa poqetnom predpostavkom. Dakle, y′ ⋏ x ̸= 0, pa na osnovu
prvog dela teoreme, postoji atom c ∈ B takav da je c ≼ y′ ⋏ x, tj. c⋏ y′ ⋏ x = c.
Tada je

c⋏ y′ = c⋏ y′ ⋏ x⋏ y′ = c⋏ y′ ⋏ x = c,

c⋏ x = c⋏ y′ ⋏ x⋏ x = c⋏ y′ ⋏ x = c.

Drugim reqima, c ≼ y′ i c ≼ x. S obzirom na to da je c atom i da je c ≼
x, zakǉuqujemo da je c = ai, za neko i ∈ {1, . . . , k}. Daǉe, na osnovu zakona
apsorpcije, sledi da je

c⋏ y = ai ⋏ (a1 ⋎ a2 ⋎ · · ·⋎ ak) = a1 = c, tj. c ≼ y.

Na osnovi prethodnog, zakǉuqujemo da je c ≼ y′ i c ≼ y, pa je

c = c⋏ c = (c⋏ y′)⋏ (c⋏ y) = c⋏ y ⋏ y′ = c⋏ 0 = 0.

Kako je c atom, mora va�iti da je c ̸= 0, pa dolazimo do kontradikcije. Dakle,
x = y, qime je dokazano tvr�eǌe teoreme. □

Beskonaqne Bulove algebre ne moraju sadr�ati atome, o qemu svedoqi naredni
primer.
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Primer 0.18 Lindenbaumova algebra ne sadr�i atome. Ako je [⊥] ≺ [A], poka�imo
da [A] nije atom. Formula A sadr�i samo konaqno mnogo iskaznih slova, oznaqimo
ta iskazna slova sa p1, p2, . . . , pn. Jasno je da formula A nije kontradikcija, jer bi
u suprotnom va�ilo da je [⊥] = [A]. Prema tome, postoji izbor vrednosti iskaznih
promenǉivih p1, p2, . . . , pn za koje je formula A taqna.

Neka je q iskazno slovo koje se ne pojavǉuje u formuli A. Formula q ∧ A nije
kontradikcija. Na primer, formula q∧A bi�e taqna ako za p1, p2, . . . , pn izaberemo
vrednosti tako da je formula A taqna, a za q = ⊤. Dakle, [⊥] ≺ [q ∧ A]. Sa
druge strane, formula q ∧A bi�e netaqna ako za p1, p2, . . . , pn izaberemo vrednosti
tako da je formula A taqna, a za q = ⊥. Iz prethodnog zakǉuqujemo da formule
A i q ∧ A nisu logiqki ekvivalentne, odnosno da je [A] ̸= [q ∧ A]. Kako je jox
[q ∧ A]⋏ [A] = [(q ∧ A) ∧ A] = [q ∧ A], zakǉuqujemo da je [q ∧ A] ≺ [A].

Na osnovu prethodnih razmatraǌa imamo da je [⊥] ≺ [q∧A] ≺ [A], odakle sledi da
[A] nije atom. Sa obzirom na to da je [A] bio proizvoǉan element Lindenbaumove
algebre, zakǉuqujemo da ona nema atome. ♣

0.4 Izomorfizam Bulovih algebri

Haseovi dijagrami Bulovih algebri P({a, b}) =
({
∅, {a}, {b}, {a, b}

}
,∪,∩,C , ∅, {a, b}

)
i D6 = ({1, 2, 3, 6}, nzs, nzd, 6/, 1, 6) redom su

{a, b}

{a} {b} i

∅

6

2 3.

1

Primetimo da su prethodna dva dijagrama identiqna (do na oznaku elemenata).
Ako posmatramo tabele operacija pomenutih Bulovih algebri tako�e �emo uoqiti
da se one razlikuju do na oznaku elemenata i operacija.

∪ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ {a} {b} {a, b}
{a} {a} {a} {a, b} {a, b}
{b} {b} {a, b} {b} {a, b}
{a, b} {a, b} {a, b} {a, b} {a, b}

←→

nzs 1 2 3 6
1 1 2 3 6
2 2 2 6 6
3 3 6 3 6
6 6 6 6 6

∩ ∅ {a} {b} {a, b}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅
{a} ∅ {a} ∅ {a}
{b} ∅ ∅ {b} {b}
{a, b} ∅ {a} {b} {a, b}

←→

nzd 1 2 3 6
1 1 1 1 1
2 1 2 1 2
3 1 1 3 3
6 1 2 3 6
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A AC

∅ {a, b}
{a} {b}
{b} {a}
{a, b} ∅

←→

x 6/x
1 6
2 3
3 2
6 1

Analogija izme�u elemenata ove dve Bulove algebre je:

∅ ←→ 1, {a} ←→ 2, {b} ←→ 3, {a, b} ←→ 6.

Dolazimo do zakǉuqka da Bulove algebre P({a, b}) i D6 imaju identiqnu struk-
turu. Drugim reqima, mo�emo ih poistovetiti.

Kada su dve Bulove algebre formalno razliqite ali strukturno iste ka�emo
da su izomorfne.

Definicija 0.19 Bulove algebre B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) i B∗ = (B∗,⋎∗,⋏∗,′∗ , 0∗, 1∗) su
izomorfne ukoliko postoji bijekcija f : B → B∗ za koju va�i:

1) f(x⋎ y) = f(x)⋎∗ f(y),

2) f(x⋏ y) = f(x)⋏∗ f(y),

3) f(x′) = f(x)′∗,

za sve x, y ∈ B. Izomorfizam Bulovih algebri B i B∗ oznaqavamo sa: B ∼= B∗.

Iz prethodne definicije sledi da je f(0) = 0∗ i f(1) = 1∗, ukoliko je B ∼= B∗.
Kako je 0 = x⋏ x′, za proizvoǉno x ∈ B, sledi da je

f(0) = f(x⋏ x′) = f(x)⋏ f(x′) = f(x)⋏ f(x)′∗ = 0∗.

Sliqno, kako je 1 = x⋎ x′, va�i da je

f(1) = f(x⋎ x′) = f(x)⋎ f(x′) = f(x)⋎ f(x)′∗ = 1∗.

Kao xto smo videli na poqetku ovog poglavǉa, Bulova algebra D6 izomorfna je
algebri partitivnog skupa P({a, b}). Ovo svojstvo mo�e se daǉe generalizovati,
Bulova algebra Dn izomorfna je algebri partitivnog skupa P({a1, a2, . . . , am}),
gde je m broj prostih faktora broja n i ai ̸= aj za i ̸= j. Ako si p1, p2, . . . , pm prosti
faktori broja n, odgovaraju�a korespodencija izme�u elemenata Bulovih algebri
Dn i P({a1, a2, . . . , am}) je: ∏

i∈K

pi ←→ {ai | i ∈ K},

za sve K ⊆ {1, 2, . . . ,m}. Primetimo i to da svakom atomu u Dn odgovara singlton,
to jeste atom u P({a1, a2, . . . , am}).

Izomorfizam Bulove algebre Dn i algebre partitivnog skupa nije sluqajnost.
Ispostavǉa se da je svaka konaqna Bulova algebra izomorfna nekoj konaqnoj al-
gebri partitivnog skupa. U nastavku navodimo poznatu Stonovu2 teoremu u kojoj
je izlo�en dokaz prethodne qiǌenice.

2Marshall Harvey Stone (1903-1989), americhki matematichar
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Teorema 0.20 (Stonova teorema) Ako je B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1) konaqna Bulova alge-
bra tada postoji konaqan skup S takav da je B ∼= P(S).

Dokaz. Neka je S skup svih atoma u B. Funkcija f : B → P(S) definisana je za sve
x ∈ B na slede�i naqin:

f(x) = {a | a je atom i a ≼ x}.

Funkcija f nije trivijalna jer je B konaqna i sadr�i atome. Poka�imo da je f
izomorfizam Bulovih algebri.

Neka je A = {a1, a2, . . . , ak} ∈ P(S) i x = a1⋎ a2⋎ · · ·⋎ ak. Doka�imo da je A = f(x).
Ako a ∈ A, tj. a = ai, za neko i ∈ {1, 2, . . . , ak}, tada je

ai ⋏ x = ai ⋏ (a1 ⋎ a2 ⋎ · · ·⋎ ak) = ai.

Prema tome, a = ai ≼ x i a je atom, pa a ∈ f(x). Dakle, va�i da je A ⊆ f(x).
Obrnuto, neka b ∈ f(x). Drugim reqima, b je atom i b ≼ x. Sledi da je

b = b⋏ x = b⋏ (a1 ⋎ a2 ⋎ · · ·⋎ ak) = (b⋏ a1)⋎ (b⋏ a2)⋎ · · · (b⋏ ak).

Kako je b atom, va�i da je za sve i ∈ {1, 2, . . . , k}, b ⋏ ai = 0 ili b ⋏ ai = b. Tada
postoji bar jedno ai ∈ A za koje va�i b ⋏ ai = b, tj. b ≼ ai. Element ai je atom, pa
je b = ai. Odolazimo do zakǉuqka da b ∈ A, pa je f(x) ⊆ A. Kako je A proizvoǉan
element skupa P(S) za koji postoji x ∈ B takav da je A = f(x) zakǉuqujemo da je
funkcija f ”na”.

Proverimo da li je funkcija f ”1–1”. Ako za proizvoǉne x, y ∈ B va�i da je
f(x) = f(y), poka�imo da je x = y. Primetimo najpre slede�e: ako je f(x) ⊆ f(y),
tada je x ≼ y. Ukoliko bismo pretpostavili suprotno, da x ̸≼ y, to bi na osnovu
definicije funkcije f znaqilo da postoji atom a takav da je a ≼ x i a ̸≼ y. Daǉe,
to znaqi da a = f(x) i a ̸∈ f(y), pa f(x) ̸⊆ f(y), xto je kontradikcija. Na osnovu
prethodnog, iz qiǌenica da je f(x) ⊆ f(y) i f(y) ⊆ f(x) sledi da je x ⪯ y i y ⪯ x.
Dakle, x = y.

Preostaje jox da poka�emo da se funkcija f dobro ”sla�e” sa operacijama.

1) f(x⋎ y) = f(x) ∪ f(y):

a ∈ f(x⋎ y)⇔ a je atom i a ≼ x⋎ y

⇔ a = a⋏ (x⋎ y) = (a⋏ x)⋎ (a⋏ y)

⇔ a⋏ x = a ili a⋏ y = a

⇔ a ≼ x ili a ≼ y

⇔ a ∈ f(x) ili a ∈ f(y)

⇔ a ∈ f(x) ∪ f(y)

2) f(x⋏ y) = f(x) ∩ f(y):

a ∈ f(x⋏ y)⇔ a je atom i a ≼ x⋏ y

⇔ a ≼ x i a ≼ y

⇔ a ∈ f(x) i a ∈ f(y)

⇔ a ∈ f(x) ∩ f(y)



16

3) f(x′) = f(x)C = S \ f(x):
Va�i da a ∈ f(x′) ako i samo ako je a atom i a ≼ x′. Ukoliko bi dodatno va�ilo
i da je a ≼ x tada je a ⋏ x = a, pa je a = a ⋏ a = (a ⋏ x) ⋏ (a ⋏ x′) = 0, xto je u
kontradikciji sa qiǌenicom da je a atom. Prema tome, a ̸≼ x, pa a ̸∈ f(x), tj.
a ∈ S \ f(x) = f(x)C. □

Na osnovu Stonove toreme dolazimo do zakǉuqka da se konaqna Bulova algebra
mo�e konstruisati samo na skupovima koji imaju 2m elemenatam, gde je m ≥ 1. Kao
posledicu Stonove teoreme imamo i to da su svake dve konaqne Bulove algebre
koje imaju isti broj elemenata me�usobno izomorfne.
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