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INDEKS SISTEMA PROIZVODA
HILBERTOVIH MODULA

Apstrakt

U ovom radu definixemo indeks sistema proizvoda Hilbertovih B−B
modula nad unitalnom C∗-algebrom B. Naime, dokazujemo da se skup svih
uniformno neprekidnih jedinica sistema proizvoda nad C∗-algebrom B
mo�e snabdeti strukturom dvostranog Hilbertovog B − B modula nakon

identifikova�a jedinica pomo�u odgovaraju�e relacije ekvivalencije i

tu konstrukciju koristimo za definisa�e indeksa datog sistema proizvo-

da. Dokazujemo da je tako definisan indeks kovarijantni funktor iz

kategorije neprekidnih sistema proizvoda u kategoriju dvostranih B−B
modula. Tako�e, izvodimo osobinu subaditivnosti indeksa u odnosu na

spo	ax�i tenzorski proizvod sistema proizvoda kao i dodatna svo-

jstva indeksa sistema proizvoda koji se mo�e utopiti u prostorni sis-

tem proizvoda (sistem proizvoda koji sadr�i centralnu unitalnu je-

dinicu). Pokazujemo da tako definisan indeks predstav	a uopxte�e

ranije definisanog indeksa koji su uveli Arveson (za sluqaj B = C)
i Skajde (za sluqaj prostornih sistema proizvoda). Tako�e, dajemo jox

jednu definiciju indeksa sistema proizvoda i dokazujemo da je ekvi-

valentna sa prvobitnom. Ta definicija sledi originalnu Arvesonovu

definiciju indeksa.
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THE INDEX OF PRODUCT SYSTEMS
OF HILBERT MODULES

Abstract

In this doctoral dissertation we define the index of product systems of

Hilbert B − B modules over a unital C∗-algebra B. In detail, we prove that

the set of all uniformly continuous units on a product system over a C∗-algebra

B can be endowed with a structure of left-right Hilbert B − B module after

identifying similar units by the suitable equivalence relation and we use that

construction to define the index of a given product system. We prove that such

defined index is a covariant functor from the category of continuous product

systems to the category of two-sided B−B modules. We prove that the index

is subadditive with respect to the outer tensor product of product systems

and we, also, prove additional properties of the index of product system that

can be embedded into a spatial one (a product system that contains a central

unital unit). We prove that such defined index is a generalization of earlier

defined indices by Arveson (in the case B = C) and Skeide (in the case of

spatial product systems). We, also, define the index of product systems in a

different way and prove that the new definition is equivalent to the previous

one. Actually, it corresponds to Arveson’s original definition of the index.
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Uvod

Sistem proizvoda Hilbertovih prostora je familija separabilnih Hilber-

tovih prostora E = {Et, t > 0} snabdevena asocijativnim mno�e�em (x, y) ∈
Es × Et → xy ∈ Es+t koje je bilinearno na fibrama i deluje kao tenzorsko

mno�e�e u smislu da va�i 〈xx′, yy′〉Es+t = 〈x, y〉Es 〈x
′, y′〉Et i Es+t = span (EsEt),

s, t > 0. Takve sisteme proizvoda uveo je Arveson 1989. godine i oni se, kra�e,

nazivaju Arvesonovi sistemi proizvoda. On je kasnije prouqavao i vezu izme�u

E0-polugrupa nad B(H) (pojam uveden pre tridesetak godina i odnosi se na

polugrupu unitalnih endomorfizama algebre B(H) svih ograniqenih linear-

nih operatora na separabilnom Hilbertovom prostoru H) i sistema proizvoda

Hilbertovih prostora. Preciznije, utvrdio je da se mo�e uspostaviti bi-

jekcija izme�u E0-polugrupa nad B(H) (do na kocikliqnu konjugovanost) i

sistema proizvoda Hilbertovih prostora (do na izomorfizam). Jedinica sis-

tema proizvoda E je familija (ut), ut ∈ Et (koja nije trivijalna i zadovo	ava
odre�ene uslove mer	ivosti) za koju va�i us+t = usut, s, t > 0. Skup svih

jedinica oznaqava se UE. Za jedinice u i v postoji jedinstveni kompleksni

broj c(u, v) takav da va�i 〈ut, vt〉 = etc(u,v), t > 0. Funkcija c : UE × UE → C
se zove funkcija kovarijacije sistema proizvoda E. Ona je uslovno pozitivno

definitna pa se pomo�u �e mo�e konstruisati Hilbertov prostor HE. U

sluqaju da je UE 6= ∅, indeks sistema proizvoda E, u oznaci indE, definixe

se kao dimenzija odgovaraju�eg Hilbertovog prostora HE, tj. indE = dimHE,

a ukoliko je UE = ∅, indE = 2ℵ0 . Arveson je dokazao i aditivnost indeksa, tj.

da za sisteme proizvoda E i F va�i

ind(E ⊗ F ) = indE + indF.

Sistemi proizvoda su klasifikovani prema tipu: sistem proizvoda E je tipa

I ukoliko je generisan svojim jedinicama u izvesnom smislu, tipa II ako nije

tipa I i UE 6= ∅, tipa III ako je UE = ∅.

Ci	 ove disertacije je da se za xiru i bitno razliqitu klasu sistema

proizvoda Hilbertovih modula mo�e definisati pojam indeksa. Do sada je

poznat samo jedan pokuxaj u tom smeru i �ega je dao Skajde (2006. god) tako

xto je predefinisao tenzorski proizvod prostornih sistema proizvoda (sis-

temi proizvoda koji imaju centralnu unitalnu jedinicu) u ci	u dobija�a adi-

tivnosti indeksa. Kao xto je gore napomenuto, Arveson je, u sluqaju Hilber-

tovih prostora, indeks definisao kao prirodan broj koji predstav	a dimen-
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ziju pogodno odabranog i u tu svrhu konstruisanog vektorskog prostora. S

obzirom na to da su vektorski prostori (nad istim po	em skalara) do na

izomorfizam klasifikovani svojom dimenzijom, rezultat koji se oqekivao i

dobio u ovom radu jeste da je indeks sistema proizvoda Hilbertovih modula

klasa izomorfnih Hilbertovih modula koja na odgovaraju�i naqin reprezen-

tuje koliqinu i me�usobnu vezu jedinica. Deta	nije, req je o slede�em:

Sistem proizvoda nad C∗-algebrom B je familija (Et)t≥0 Hilbertovih B−B
modula, E0

∼= B sa familijom (unitarnih) izomorfizama ϕs,t : Et⊗Es → Et+s,

gde je ⊗ unutrax�i tenzorski proizvod dobijen identifikacijom ub ⊗ v ∼
u ⊗ bv, u ⊗ vb ∼ (u ⊗ v)b, bu ⊗ v ∼ b(u ⊗ v), (u ∈ Et, v ∈ Es, b ∈ B) i potom

kompletira�em u odnosu na skalarni proizvod 〈u ⊗ v, u1 ⊗ v1〉 = 〈v, 〈u, u1〉v1〉.
Jedinica sistema proizvoda (Et)t≥0 je familija ut ∈ Et, t ≥ 0 takva da je

u0 = 1 i ϕt,s(ut ⊗ us) = ut+s xto kra�e pixemo ut ⊗ us = ut+s. Jedinica ut je

unitalna ako je 〈ut, ut〉 = 1. Ona je centralna ako za svako b ∈ B i svako t ≥ 0

va�i but = utb. Za svake dve jedinice u i v postoji familija ograniqenih

C-linearnih operatora Ku,vt : B → B definisanih Ku,vt (b) = 〈ut, bvt〉 i ona

qini polugrupu. Skup jedinica U je neprekidan ako je odgovaraju�a polugrupa

(Ku,vt )u,v∈U uniformno neprekidna. Za dati skup (uniformno) neprekidnih je-

dinica U formira se uniformno neprekidna potpuno pozitivno definitna

polugrupa K = (Kt)t≥0 i L = d
dt
K|t=0 je �en generator. Za sistem proizvoda

E i proizvo	nu neprekidnu jedinicu ω postoji maksimalan neprekidan skup

jedinica U koji sadr�i ω. Na skupu U definixu se operacije sabira�a i

mno�e�a elementima C∗-algebre B koje ga qine dvostranim B−B modulom kao

i odgovaraju�a relacija ekvivalencije ≈ me�u jedinicama koja je saglasna sa

operacijama. Na skupu U definixe se preslikava�e

〈x, y〉 = (Lx,y − Lx,ω − Lω,y + Lω,ω)(1),

koje posle uvo�e�a relacije ekvivalencije x ∼ y ⇔ x− y ∈ N = {x|〈x, x〉 = 0}
snabdeva U/∼ strukturom pred-Hilbertovog B −B modula. Indeks para (E,ω)

definixe se kao kompletira�e dvostranog pred-Hilbertovog modula U/∼ i

oznaqava se ind(E,ω). Pokazuje se da ind(E,ω) ne zavisi od izbora ω u istom

neprekidnom skupu jedinica. Ukoliko se E mo�e utopiti u prostorni sis-

tem proizvoda (sistem proizvoda koji sadr�i centralnu unitalnu jedinicu),

kompletira�e nije neophodno, tj. U/∼ je Hilbertov B − B modul i pomenute

relacije ekvivalencije su jednake. Dokazujemo da je tako definisan indeks ko-

varijantni funktor iz kategorije neprekidnih sistema proizvoda u kategoriju

dvostranih B−B modula. Tako�e, izvodimo osobinu subaditivnosti indeksa u

4



odnosu na spo	ax�i tenzorski proizvod sistema proizvoda.

Na kraju pokazujemo da definicija indeksa koja je data u ovoj disertaciji

predstav	a uopxte�e ranije definisanog indeksa koji su uveli Arveson (za

sluqaj B = C) i Skajde (za sluqaj prostornih sistema proizvoda).

U prvom i drugom poglav	u navode se neki od ve� poznatih rezultata iz

teorije E0-polugrupa i teorije sistema proizvoda Hilbertovih prostora (Arve-

sonovih sistema proizvoda). Predstav	ena je definicija indeksa pomenutih

objekata kao i va�no svojstvo aditivnosti indeksa. Na kraju je data i �ihova

klasifikacija. Tre�e poglav	e je posve�eno kratkom osvrtu na pojmove poz-

itivno definitnih i potpuno pozitivno definitnih jezgara kao i na pojam

polugrupe jezgara.

U qetvrtom i petom poglav	u govorimo o sistemima proizvoda Hilber-

tovih modula nad proizvo	nom unitalnom C∗-algebrom. Navodimo neophodne

definicije i dajemo naqin konstrukcije novih jedinica u datom sistemu proiz-

voda. Tako�e formulixemo i dokazujemo neke pomo�ne leme potrebne za pred-

stav	a�e glavnih rezultata disertacije.

Poglav	a koja slede sadr�e originalne rezultate disertacije. Xesto po-

glav	e sadr�i rezultate koji se tiqu definisa�a indeksa sistema proizvoda

Hilbertovih modula. Konstruixemo dvostrani Hilbertov modul tako xto

kompletiramo odgovaraju�i pred-Hilbertov modul i potom ga koristimo za

definiciju indeksa. Tako�e, dajemo jox jednu definiciju indeksa sistema

proizvoda i dokazujemo da je ekvivalentna sa prvobitnom.

U sedmom poglav	u navodimo definiciju neprekidnog sistema proizvoda i

dokazujemo da je indeks, definisan u ovoj disertaciji, kovarijantni funktor

iz kategorije neprekidnih sistema proizvoda u kategoriju B-bimodula. Osmo
poglav	e sadr�i dokaz da je indeks subaditivan u odnosu na spo	ax�i ten-

zorski proizvod sistema proizvoda.

U devetom poglav	u dokazujemo dodatna svojstva indeksa potprostornog sis-

tema proizvoda (sistem proizvoda koji se mo�e utopiti u prostorni, tj. u sis-

tem proizvoda koji sadr�i centralnu unitalnu jedinicu). Konaqno, va�na

teorema koju dokazujemo jeste da kompletira�e odgovaraju�eg dvostranog pred-

Hilbertovog modula (pomo�u koga definixemo indeks) nije potrebno.

Deseto poglav	e sadr�i primere sistema proizvoda koji pokazuju da je

indeks, definisan u ovoj disertaciji, uopxte�e pojma indeksa koji su defin-

isali Arveson u sluqaju B = C i Skajde u sluqaju prostornih sistema proizvo-

da. Tako�e, raqunamo indeks sistema proizvoda bez centralne jedinice.
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U jedanaestom poglav	u uopxtavamo ve� poznati pojam sistema inkluzija

Hilbertovih prostora koji predstav	a jednoparametarsku familiju Hilber-

tovih prostora, sliqnu sistemu proizvoda, sa razlikom u tome xto su uni-

tarna preslikava�a koja povezuju odgovaraju�e Hilbertove prostore zame�ena

izometrijama. Posmatramo sisteme inkluzija dvostranih Hilbertovih modula

nad C∗-algebrom kompaktnih operatora na Hilbertvom prostoru i dokazujemo

da, u odre�enim sluqajevima, neki od rezultata ostaju da va�e.

Na kraju, �elela bih da se zahvalim mentoru, prof. dr Drago	ubu Keqki�u,

na podrxci, strp	e�u i brojnim struqnim diskusijama koje smo vodili u pro-

cesu izrade ove teze. Posebnu zahvalnost dugujem i qlanovima komisije, dr

�or�u Krtini�u i prof. dr Aleksandru Cvetkovi�u, koji su pa�	ivo qitali

ovaj rukopis i svojim struqnim komentarima i sugestijama doprineli �egovom

kvalitetu.
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0 Pregled ma�e poznatih pojmova

U ovom poglav	u navodimo definicije simetriqnog i antisimetriqnog ten-

zorskog proizvoda Hilbertovih prostora kao i neka osnovna svojstva fon Noj-

manovih algebri (videti [26], [10], [27]).

Simetriqan i antisimetriqan tenzorski proizvod. Definicije si-

metriqnog i antisimetriqnog tenzorskog proizvoda navodimo u obliku u kom

se pojav	uju u Poglav	u 1.

Neka je H Hilbertov prostor. Za svako n ∈ N posmatramo algebarski ten-

zorski proizvod

H ⊗alg · · · ⊗alg H (0.1)

kao pred-Hilbertov prostor konaqnih linearnih kombinacija elemenata ob-

lika x1 ⊗ · · · ⊗ xn (xi ∈ H) gde je skalarni proizvod definisan

〈x1 ⊗ · · · ⊗ xn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn〉 = 〈x1, y1〉 · · · 〈y1, yn〉 .

Hilbertov prostor

H⊗n = H ⊗ · · · ⊗H

nastaje kompletira�em algebarskog tenzorskog proizvoda (0.1) u odnosu na dati

skalarni proizvod.

Definicija 0.1. Neka x1, . . . , xn ∈ H.

a) Simetriqan tenzorski proizvod elemenata xi je

x1 ◦ · · · ◦ xn =
1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n),

gde je Sn grupa permutacija skupa {1, 2, . . . , n}.
Zatvore�e (u H⊗n ) potprostora koji je generisan elementima x1 ◦ · · · ◦ xn zove
se simetriqan tenzorski proizvod n kopija Hilbertovog prostora H. Oznaka

koja je u upotrebi je H◦n (ili isto H⊗n ako nema opasnosti od zabune).

b) Antisimetriqan tenzorski proizvod elemenata xi je

x1 ∧ · · · ∧ xn =
1

n!

∑
σ∈Sn

εσxσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n),
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gde je εσ znak premutacije σ.

Zatvore�e (u H⊗n) potprostora koji je generisan elementima x1 ∧ · · · ∧ xn zove
se antisimetriqan tenzorski proizvod n kopija Hilbertovog prostora H i

oznaqava se H∧n.

Primer 0.2. U sluqaju n = 2 va�i x1 ◦ x2 = x2 ◦ x1 i x1 ∧ x2 = −x2 ∧ x1.

Fon Nojmanove algebre. Navodimo neke osnovne pojmove vezane za teoriju

fon Nojmanovih algebri koji �e biti pomi�ani u ovom radu.

Neka je B(H) algebra svih ograniqenih operatora na Hilbertovom prostoru

H i neka jeM⊆ B(H) neki neprazan skup.

Definicija 0.3. Komutant skupaM je

M′ = {T ∈ B(H)| ∀S ∈M, ST = TS}.

Bikomutant skupaM, u oznaciM′′, je komutant skupaM′.

Fon Nojmanova teorema o bikomutantu:

Teorema 0.4. Neka je B(H) algebra svih ograniqenih operatora na nekom

Hilbertovom prostoru H i neka je M ⊆ B(H) neka �ena *-podalgebra xto

znaqi da je zatvorena u odnosu na linearne kombinacije, mno�e�e i involu-

ciju T 7→ T ∗ i sadr�i jediniqni operator I.

Slede�i uslovi su me�usobno ekvivalentni:

a)M =M′′';

b)M je zatvorena u odnosu na slabu topologiju;

v)M je zatvorena u odnosu na jaku topologiju.

Definicija 0.5. PodalgebruM algebre B(H) nazivamo fon Nojmanova al-

gebra ako ispu�ava neki od uslova prethodne teoreme.

Definicija 0.6. Centar fon Nojmanove algebre M je Z(M) = M ∩M′.

Dakle, to je skup operatora izM koji komutiraju sa svim ostalim izM. On

uvek sard�i skalarne umnoxke jediniqnog operatora, CI. Ako drugih nema,

onda ka�emo da je centar trivijalan.

Faktor je Fon Nojmanova algebra qiji je centar trivijalan.
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Primer faktora je fon Nojmanova algebra B(H) jer je poznato da je B(H)′ =

CI.

Za fon Nojmanovu algebruM⊆ B(H) postoji Banahov prostor X sa osobi-

nom X∗ ∼= M. Za X se mo�e uzeti skup svih ϕ ∈ M∗ koji su neprekidni u

ultraslaboj topologiji1.

Definicija 0.7. Banahov prostor X se zove preddual fon Nojmanove algebre

M i oznaqava seM∗.

Primer 0.8. Preddual Fon Nojmanove algebre B(H) je Banahov prostor svih

nuklearnih operatora.

Definicija 0.9. Ako je Φ :M1 →M2 homomorfizam fon Nojmanovih alge-

bri, onda je Φ normalan ako i samo ako je neprekidan u odnosu na ultraslabe

topologije u M1, odnosno uM2.

Definicija 0.10. Za pozitivan funcional ϕ naM ka�emo da je normalan

ako za svaku ograniqenu rastu�u mre�u Tα ∈M va�i

ϕ(sup
α
Tα) = sup

α
ϕ(Tα).

Sliqno, pozitivno preslikava�e ρ :M→N dve fon Nojmanove algebre je

normalno ako va�i

ρ(sup
α
Tα) = sup

α
ρ(Tα).

1Ultraslaba topologija na B(H) je zadata sistemom baznih okolina nule {T ∈
B(H)|

∑
j | 〈T (xj), yj〉 | < ε}, xj , yj ∈ H,

∑
j ‖xj‖2 < +∞,

∑
j ‖yj‖2 < +∞, ε > 0.
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1 E0-polugrupe

U ovom poglav	u navodimo neke od osnovnih pojmova teorije E0-polugrupa [2]

koji uk	uquju pojam perturbcije E0-polugrupe pomo�u kocikla, pridru�enu

relaciju ekvivalencije - kocikliqnu konjugaciju i osnovne primere E0-polugru-

pa - CAR/CCR tokove. Razmatramo, tako�e, konkretne sisteme proizvoda

Hilbertovih prostora, pojam jedinica i numeriqkog indeksa E0-polugrupa i

raqunamo indeks CCR tokova. Na samom kraju govorimo o klasifikaciji E0-

polugrupa.

Neka je H Hilbertov prostor iM⊆ B(H) fon Nojmanova algebra.

Definicija 1.1. Familija normalnih ∗−endomorfizama2 α = {αt| t ≥ 0}
Nojmanove algebreM je E−polugrupa ako

1. α0 = idM;

2. αs ◦ αt = αs+t, s, t ≥ 0;

3. Za svako a ∈M i svaki normalan linearan funkcional ρ ∈M∗, funkcija

t ∈ [0,∞) 7→ ρ(αt(a)) je neprekidna.

E0-polugrupa je E-polugrupa α koja zadovo	ava αt(1) = 1 za svako t ≥ 0.

Kada je α E-polugrupa koja deluje naM = B(H), uslov neprekidnosti (3)

se svodi na slabu neprekidnost: za svako ξ, η ∈ H i svaki operator A ∈ B(H),

t 7→ 〈αt(A)ξ, η〉 je neprekidna funkcija po t ∈ [0,∞).

U da	em izlaga�u govorimo o E0-polugrupama koje deluju na B(H). Sma-

tramo da su svi Hilbertovi prostori H koje pomi�emo separabilni.

Definicija 1.2. Dve E0-polugrupe α i β koje deluju na B(H) i B(K), redom,

su konjugovane ako postoji ∗-izomorfizam θ : B(H)→ B(K) takav da je

βt ◦ θ = θ ◦ αt, t ≥ 0

i θ je dat pomo�u unitarnog preslikava�a U : H → K kao θ(A) = UAU∗, A ∈
B(H).

2Videti Definiciju 0.9.
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Prema tome, opravdano je, u tom smislu, poistovetiti konjugovane E0-polu-

grupe.

Najjednostavniji primeri E0-polugrupa su CCR i CAR tokovi. To su dve

razliqite konstrukcijeE0-polugrupa koje koriste razliqite pojmove: kanonske

relacije komutativnosti i antikomutativnosti. Ispostav	a se da su one kon-

jugovane i zato se nazivaju jednim imenom CAR/CCR tokovi.

CCR tok.

Neka je H Hilbertov prostor. Posmatramo simetriqan tenzorski proizvod

H⊗n za n ≥ 1 i H⊗0 = C. Simetriqni Fokov prostor nad H je definisan kao

direktna suma Hilbertovih prostora

eH =
+∞∑
n=0

H⊗n. (1.1)

Eksponencijalno preslikava�e exp : H → eH je definisano

exp(ξ) =
+∞∑
n=0

1√
n!
ξ⊗n.

Prostor eH je razapet vektorima exp(ξ) (ξ ∈ H) i va�i

〈exp(ξ), exp(η)〉 = e〈ξ,η〉. (1.2)

Na osnovu toga, postoji prirodna identifikacija

eH1⊕H2 = eH1 ⊗ eH2 . (1.3)

Posmatrajmo kategoriju S qiji su objekti jako neprekidne (po t) polugrupe

izometrija

U = {Ut| t ≥ 0}

za koje va�i U0 = 1. Svaka polugrupa U deluje na separabilnom Hilbertovom

prostoru HU . Elementi u hom(U, V ) su unitarni operatori W : HU → HV za

koje va�i

WUt = VtW, t ≥ 0.

U ovoj kategoriji je mogu�e posmatrati direktnu sumu objekata, gde je U ⊕ V
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polugrupa izometrija na HU ⊕HV definisana

(U ⊕ V )t = Ut ⊕ Vt, t ≥ 0.

Polugrupa U ∈ S je qista ako je⋂
t>0

UtHU = {0}.

Svaka qista polugrupa izometrija V je izomorfna direktnoj sumi najvixe

prebrojivo mnogo - d kopija prostih xift-polugrupa S koje deluju na L2(0,∞)

kao

Stf(x) =

f(x− t), x > t

0, 0 < x ≤ t.
(1.4)

Broj kopija d je jedinstveno odre�en polugrupom V i predstav	a �en indeks

- ind(V ). Xift-polugrupa Sd indeksa d ∈ N ∪ {ℵ0} mo�e se videti na slede�i

naqin: Neka je K Hilbertov prostor dimenzije d. Posmatramo L2(0,∞) ⊗ K
kao prostor kvadratno integrabilnih mer	ivih funkcija sa vrednostima u

K. Polugrupa Sd je definisana isto kao u (1.4), samo je sada f funkcija u

L2(0,∞)⊗K.

U [2, Stav 2.1.3] Arveson3 je dokazao da za svaku polugrupu izometrija U u

S koja deluje na Hilbertovom prostoru H, postoji jedinstvena E0-polugrupa

αU koja deluje na B(eH) i zadovo	ava

αUt (W (ξ)) = W (Utξ), t ≥ 0, ξ ∈ H,

gde je W (ξ) unitaran operator na eH , jedinstveno odre�en pomo�u ξ ∈ H, takav

da

W (ξ)(exp (η)) = e−
1
2
‖ξ‖2−〈η,ξ〉 exp (η + ξ), η ∈ H.

Definicija 1.3. Neka d ∈ N ∪ {ℵ0}. CCR tok ranga d je E0-polugrupa α
Sd

pridru�ena xift-polugrupi Sd indeksa d.

CAR tok.

Neka je H Hilbertov prostor. Posmatrajmo Hilbertov prostor F−(H) dobijen

3William Arveson (1934-2011)
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kompletira�em spo	ax�eg tenzorskog proizvoda nad H. Preciznije, za svako

n ∈ N, neka je H∧n antisimetriqan potprostor od H⊗n i ∧0H = C. Antisi-

metriqan Fokov prostor nad H je definisan kao direktna suma Hilbertovih

prostora H∧n, tj.

F−(H) = C⊕H ⊕ (H ∧H)⊕ (H ∧H ∧H)⊕ . . . .

U [2, Stav 2.1.7] Arveson je dokazao da za svaku polugrupu izometrija U u S
koja deluje na Hilbertovom prostoru H, postoji jedinstvena E0-polugrupa α

U

koja deluje na B(F−(H)) i zadovo	ava

αUt (c(z)) = c(Utz), t ≥ 0, z ∈ H,

gde je c(z) operator na F−(H), jedinstveno odre�en pomo�u z ∈ H, takav da

c(z)(ζ1 ∧ ζ2 ∧ · · · ∧ ζn) = z ∧ ζ1 ∧ ζ2 ∧ · · · ∧ ζn, ζi ∈ H, n ≥ 0.

Definicija 1.4. Neka d ∈ N ∪ {ℵ0}. CAR tok ranga d je E0-polugrupa α
Sd

koja deluje na B(F−(H)) i pridru�ena je xift-polugrupi Sd indeksa d.

Primedba 1.5. CCR tok pridru�en polugrupi Sd indeksa d ∈ N ∪ {ℵ0} je
konjugovan CAR toku pridru�enom polugrupi Sd i zato se oni nazivaju kra�e,

jednim imenom, CAR/CCR tokovi.

1.1 Kocikliqne perturbacije

Neka je α E0-polugrupa koja deluje na fon Nojmanovoj algebriM. Iako neki od

rezultata koje ovde pomi�emo va�e za E0-polugrupe koje deluju na proizvo	noj

fon Nojmanovoj algebriM, uvek smatramo da jeM ∼= B(H), gde je H separa-

bilan Hilbertov prostor.

Kocikl E0-polugrupe α je jako neprekidna familija unitarnih operatora

U = {Ut| t ≥ 0} u M koja zadovo	ava

Us+t = Usαs(Ut), s, t ≥ 0. (1.5)

13



Iz (1.5) vidimo da je U0 = 1. Tako�e, familija endomorfizama β = {βt| t ≥ 0},
definisana kao

βt(A) = Utαt(A)U∗t , A ∈ B(H), t ≥ 0, (1.6)

zadovo	ava polugrupni uslov βs+t = βs ◦ βt.

Definicija 1.6. E0-polugrupa β oblika (1.6) se zove kocikliqna pertur-

bacija polugrupe α. Dve E0-polugrupe su kocikliqno konjugovane ako je jedna

od �ih konjugovana kocikliqnoj perturbaciji druge.

Pojam kocikliqne perturbacije definixe relaciju ekvivalencije na skupu

svih E0-polugrupa koje deluju na nekoj fon Nojmanovoj algebri. Naime, neka

su α i β dve E0-polugrupe koje deluju na fon Nomanovoj algebriM, takve da

je β kocikliqna perturbacija od α, tj.

βt(A) = Utαt(A)U∗t , A ∈ B(H), t ≥ 0,

gde je {Ut| t ≥ 0} α-kocikl koji zadovo	ava (1.5). Mo�e se videti da unitarni

operatori Vt = U∗t , t ≥ 0 predstav	aju kocikl za β i da va�i

αt(A) = Vtβt(A)V ∗t .

Prema tome, α je kocikliqna perturbacija E0-polugrupe β. Ako je {Ut| t ≥ 0}
α-kocikl i {Wt| t ≥ 0} kocikl za kocikliqno perturbovanu polugrupu βt(A) =

Utαt(A)U∗t , tada je E0-polugrupa

γt(A) = Wtβt(A)W ∗
t = WtUtαt(A)U∗tW

∗
t , t ≥ 0, A ∈ B(H)

kocikliqna perturbacija polugrupe α jer je familija unitarnih operatora

{WtUt| t ≥ 0} α-kocikl.

Kocikliqne perturbacije su od k	uqnog znaqaja za klasifikaciju E0-polu-

grupa. Napomenu�emo, nexto kasnije, da se kocikliqna konjugacija mo�e raz-

matrati i kroz strukturu odgovaraju�ih neprekidnih tenzorskih proizvoda

Hilbertovih prostora.
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1.2 Konkretni sistemi proizvoda

Sistemi proizvoda su osnovne strukture pridru�ene polugrupama endomor-

fizama na B(H). U ovom potpoglav	u opisujemo �ihovu konstrukciju i os-

obine. Na kraju pomi�emo Arvesonov rezultat koji omogu�uje da se zak	uqak o

tome da li su dve E0-polugrupe kocikliqno konjugovane mo�e doneti na osnovu

dovo	no informacija o �ihovim konkretnim sistemima proizvoda.

Tokom ovog potpoglav	a, α = {αt| t ≥ 0} oznaqava E-polugrupu koja deluje
na B(H).

Za svako t > 0 posmatra se linearan prostor operatora

Eα(t) = {T ∈ B(H)| αt(A)T = TA, A ∈ B(H)}. (1.7)

Skup svih Eα(t), t > 0 mo�emo videti kao familiju vektorskih prostora

p : Eα → (0,∞) ako definixemo

Eα = {(t, T )| t > 0, T ∈ Eα(t)} (1.8)

i p(t, T ) = t.

Operatorska norma na svakom prostoru Eα(t) je, zapravo, norma koja ga qini

Hilbertovim prostorom. Da bi se videlo kako je skalarni proizvod definisan,

izaberimo S, T ∈ Eα(t) i neka je A ∈ B(H) proizvo	an operator. Kako je

T ∗SA = T ∗αt(A)S = (αt(A
∗)T )∗S = (TA∗)∗S = AT ∗S,

T ∗S mora biti oblika λ · 1 za neko λ ∈ C. Skalarni proizvod operatora S i T

je definisan tako da va�i

T ∗S = 〈S, T 〉 · 1. (1.9)

Operatorska norma na Eα(t) se poklapa sa normom definisanom ovim skalarnim

proizvodom jer za T ∈ Eα(t) va�i

‖T‖2 = ‖T ∗T‖ = ‖ 〈T, T 〉 · 1‖ = 〈T, T 〉 .

Odmah vidimo da je 〈T, T 〉 = 0 ako i samo ako T = 0. Na osnovu (1.7) vidimo da

je Eα(t) zatvoren u normi pa je, prema tome, Hilbertov prostor sa skalarnim
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proizvodom definisanim u (1.9).

Sada citiramo Arvesonov rezultat [2, Stav 2.4.1]:

Stav 1.7. Neka je Eα familija Hilbertovih prostora pridru�ena E-polu-

grupi α. Za svako s, t > 0 va�i

1. Eα(s)Eα(t) ⊆ Eα(s+ t).

2. Za S, S ′ ∈ Eα(s) i T, T ′ ∈ Eα(t) je

〈ST, S ′T ′〉s+t = 〈S, S ′〉s 〈T, T
′〉t .

3. Zatvoreni linearni omotaq skupa {ST | S ∈ Eα(s), T ∈ Eα(t)} je Hilber-
tov prostor Eα(s+ t).

Pored toga, za svako t > 0, αt(1) je projektor na potprostor [Eα(t)H] u H koji

je razapet slikama operatora iz Eα(t).

Na osnovu Stava 1.7(1) vidimo da se familija Eα mo�e naqiniti asocija-

tivnom polugrupom ako se mno�e�e definixe kao

(s, S) · (t, T ) = (s+ t, ST ),

xto znaqi da je p homomorfizam izme�u multiplikativne strukture u Eα i

aditivne polugrupe pozitivnih realnih brojeva.

Ovo mno�e�e je, u stvari, tenzorsko mno�e�e u smislu da za svako s, t > 0

postoji jedinstveni unitarni operator Eα(s) ⊗ Eα(t) → Eα(s + t), S ⊗ T 7→ ST

(Stav 1.7 (2), (3)).

Znaqajano je pomenuti da u netrivijalnom sluqaju (kada α = {αt} nije polu-
grupa automorfizama na B(H)) Eα(t) je separabilan beskonaqno dimenzioni

Hilbertov prostor za svako t > 0.

Definicija 1.8. Neka je E Borelov podskup proizvoda Borelovih prostora

(0,∞)×B(H) i neka je p : E → (0,∞), p(t, T ) = t surjektivno preslikva�e.

Skup E je konkretan sistem proizvoda ako va�i:

1. Za svako t > 0, skup E(t) = p−1(t) je linearan, zatvoren (u normi) pot-

prostor u B(H), takav da B∗A ∈ C · 1 za svako A,B ∈ E(t).
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2. Za svako s, t > 0, E(s + t) je zatvoreni (u normi) linearni omotaq skupa

E(s)E(t).

3. Mer	iva familija Hilbertovih prostora E je izomorfna trivijalnoj

familiji (0,∞)×H0, gde je H0 separabilan beskonaqno dimenzioni Hil-

bertov prostor.

Definicija 1.9. Konkretni sistemi proizvoda E ⊆ (0,∞) × B(H) i F ⊆
(0,∞) × B(K) su izomorfni ukoliko postoji izomorfizam θ : E → F koji

zadovo	ava θ(xy) = θ(x)θ(y) (x, y ∈ E) i koji se svodi na unitaran operator iz

E(t) u F(t), za svako t > 0.

Navodimo Arvesonovu teoremu [2, Teorema 2.4.7]:

Teorema 1.10. Neka je α = {αt| t ≥ 0} E-polugrupa koja deluje na B(H).

Struktura Eα koja je definisana u (1.8) je konkretni sistem proizvoda.

Za proizvo	an konkretan sistem proizvoda E ⊆ (0,∞)×B(H) postoji jedin-

stvena pridru�ena polugrupa α = {αt| t ≥ 0} ∗-endomorfizama na B(H). Taj

rezultat je opisan u slede�em stavu ([2, Stav 2.4.9]):

Stav 1.11. Neka je E ⊆ (0,∞) × B(H) konkretan sistem proizvoda. Tada

postoji jedinstvena E-polugrupa α koja deluje na B(H) i qiji endomorfizmi

zadovo	avaju slede�e uslove za svako t > 0:

1. αt(A)T = TA za svako T ∈ E(t), A ∈ B(H).

2. αt(1) je projektor na [E(t)H].

Xtavixe, E = Eα je konkretni sistem proizvoda pridru�en E-polugrupi α.

Na taj naqin je uspostav	ena bijekcija E ↔ α izme�u skupa svih konkretnih

sistema proizvoda koji deluju na B(H) i skupa svih E-polugrupa koje deluju

na B(H). Va�nost sistema proizvoda u teoriji E0-polugrupa ogleda se u ([2,

Teorema 2.4.10]):

Teorema 1.12. Dve E0-polugrupe α i β koje deluju na B(H) i B(K), redom, su

kocikliqno konjugovane ako i samo ako su �ihovi sistemi proizvoda izomorfni.
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1.3 Jedinice i indeks E0-polugrupa

U [2] Arveson definixe indeks E0-polugrupe i pokazuje da je to numeriqka

karakteristika koja se ne me�a pri kocikliqnim perturbacijama.

Definicija 1.13. Jedinica E0-polugrupe α koja deluje na B(H) je polugrupa

T = {Tt| t ≥ 0} ograniqenih operatora na H za koju je T0 = 1 i va�i da je T

jako neprekidna po t i zadovo	ava

αt(A)Tt = TtA, A ∈ B(H), t ≥ 0.

Skup svih jedinica E0-polugrupe α oznaqava se Uα. Naravno, postoje E0-

polugrupe za koje je Uα = ∅, ali i one koje imaju obi	e jedinica (kao xto su

npr. CAR/CCR tokovi).

Indeks E0-polugrupe se definixe kao dimenzija odgovaraju�eg Hilbertovog

prostora koji je pridru�en skupu jedinica E0-polugrupe. Naime, neka je α E0-

polugrupa koja deluje na B(H) i Uα neprazan skup. Za svako S, T ∈ Uα neka je

f : [0,∞)→ C funkcija definisana f(t) = 〈S(t), T (t)〉Eα(t). Kako su S i T jako

neprekidne polugrupe sa osobinom

f(t)1 = T ∗(t)S(t),

funkcija f je neprekidna, f(0) = 1 i polugrupno svojstvo za S i T daje

f(s+ t) = f(s)f(t), s, t ≥ 0.

Dakle, postoji jedinstven kompleksan broj c(S, T ) koji zadovo	ava

〈S(t), T (t)〉 = etc(S,T ), t ≥ 0. (1.10)

Funkcija c : Uα × Uα → C se zove funkcija kovarijacije za α. Primetimo da,

prema (1.10), va�i

c(S, T ) = c(T, S), T, S ∈ Uα

i svako T ∈ Uα zadovo	ava

T (t) 6= 0 za sve t ≥ 0.

Stav [2, Stav 2.5.2] navodimo kao:
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Stav 1.14. Funkcija kovarijacije je uslovno pozitivno definitna u smislu

da za svako n ∈ N, za sve T1, T2, . . . , Tn ∈ Uα i za sve λ1, λ2, . . . , λn ∈ C koji

zadovo	avaju
n∑
j=1

λj = 0 va�i

n∑
j,k=1

c(Tj, Tk)λjλk ≥ 0. (1.11)

Primedba 1.15. Kako je funkcija kovarijacije uslovno pozitivno definitna,

mo�e joj se pridru�iti odgovaraju�i Hilbertov prostor i indeks E0-polugru-

pe α se definixe kao �egova dimenzija. Deta	nije, neka je C0Uα kompleksni

vektorski prostor qiji su elementi funkcije f : Uα → C koje su razliqite od

nule u konaqno mnogo taqaka i za koje va�i
∑
x∈Uα

f(x) = 0. Preslikava�e

〈f, g〉 =
∑
x,y∈Uα

c(x, y)f(x)g(y)

je seskvilinearna forma (linearna po drugoj i konjugovano linearna po prvoj

promen	ivoj), pozitivno poludefinitna jer je c uslovno pozitivno definitna

funkcija. Prema tome, ona mo�e predstav	ati skalarni proizvod na Uα/N ,

gde je N skup svih funkcija f ∈ C0Uα za koje je 〈f, f〉 = 0. Kompletira�e pred-

Hilbertovog prostora Uα/N u normi indukovanoj tim skalarnim proizvodom

je Hilbertov prostor H(Uα).

Definicija 1.16. Neka je α E0-polugrupa. Ako je Uα 6= ∅, onda

ind(α) = dimH(Uα).

Ako je Uα = ∅, onda ind(α) = c (kardinalnost kontinuuma).

Primedba 1.17. Ukoliko je za E0-polugrupu α skup jedinica Uα 6= ∅, na osnovu
[2, Stav 2.5.7] Hilbertov prostor H(Uα) je separabilan. Prema tome, mogu�e

vrednosti indeksa su

0, 1, 2, . . . ,∞ = ℵ0, 2
ℵ0 ,

pri qemu je indeks jednak 2ℵ0 ako i samo ako polugrupa nema jedinice. Ako je

α polugrupa automorfizama na B(H), onda ind(α) = 0.

Va�no svojstvo indeksa dato je u slede�em stavu ([2, Stav 2.5.5]):
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Stav 1.18. Neka je α E0-polugrupa koja deluje na B(H) i neka je β kocikliqna

perturbacija od α. Tada je ind (β) = ind (α).

Dokaz. Neka je {Ut| t ≥ 0} kocikl polugrupe α za koji je βt(A) = Utαt(A)U∗t . Za

svako T ∈ Uα definixemo familiju operatora ω(T ) = {ω(T )(t)| t ≥ 0}, gde je
ω(T )(t) = UtT (t). Za s, t ≥ 0 va�i

ω(T )(s+ t) = Us+tT (s+ t) = Usαs(Ut)T (s)T (t) = UsT (s)UtT (t),

odakle sledi da je ω(T ) polugrupa. Ona je, zapravo, jedinica za β jer za sve

t ≥ 0 i A ∈ B(H) vidimo da je

βt(A)ω(T )(t) = Utαt(A)U∗t UtT (t) = Utαt(A)T (t) = UtT (t)A.

Prema tome, ω je preslikava�e iz Uα u Uβ. Oqigledno je injektivno, a sur-

jektivnost sledi zbog toga xto ako je R = {R(t)| t ≥ 0} jedinica za β, onda

se na sliqan naqin mo�e pokazati da je T (t) = U∗t R(t) jedinica za α i da je

ω(T ) = R.

Za t ≥ 0 va�i

etcβ(ω(S),ω(T ))1 = ω(T )(t)∗ω(S)(t) = (UtT (t))∗UtS(t) =

= T (t)∗S(t) = etcα(S,T )1,

tj.

cβ(ω(S), ω(T )) = cα(S, T ), S, T ∈ Uα. (1.12)

Bijekcija ω : Uα → Uβ indukuje linearni izomorfizam vektorskih prostora

C0Uβ 3 f 7→ f ◦ ω ∈ C0Uα

koji se, na osnovu (1.12), mo�e naqiniti unitarnim operatorom iz H(Uβ) u

H(Uα) kad god su Uα i Uβ neprazni.

Dakle, da bi se raqunao indeks E0-polugrupe, potrebno je odrediti �en skup

jedinica, funkciju kovarijacije i dimenziju pridru�enog Hilbertovog pros-

tora. Za sve to, najbo	e je deta	no opisati sistem proizvoda koji je pridru�en

E0-polugrupi.

U slede�em primeru navodimo kako izgledaju jedinice i indeks CCR toka.
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Primer 1.19. Neka je d ∈ N ∪ {ℵ0} i neka je K Hilbertov prostor dimen-

zije d. Posmatrajmo Hilbertov prostor L2((0,∞), K) kao prostor kvadratno-

integrabilnih funkcija sa vrednostima uK. Za intervalB ⊂ (0,∞), L2(B,K)

je potprostor od L2((0,∞), K) koji se sastoji od svih funkcija jednakih nuli

skoro svuda van skupa B.

Neka je αS CCR tok ranga d koji deluje na B
(
eL

2((0,∞),K)
)
(S je xift-

polugrupa indeksa d koja deluje na L2((0,∞), K) kao u (1.4)). Konkretan sistem

proizvoda koji odgovara E0-polugrupi α
S je EαS qije su fibre

EαS(t) =
{
T ∈ B

(
eL

2((0,∞),K)
)
| αSt (A)T = TA, ∀A ∈ B

(
eL

2((0,∞),K)
)}

, t > 0.

Za fiksirano t > 0, ortogonalna dekompozicija

L2((0,∞), K) = L2((0, t), K)⊕ L2([t,∞), K)

daje identifikaciju

eL
2((0,∞),K) = eL

2((0,t),K) ⊗ eL2([t,∞),K) (1.13)

i va�i ([2, Stav 2.6.1]):

Stav 1.20. Neka je t > 0. Za svako f ∈ eL2((0,t),K) postoji jedinstveni ograniqe-

ni operator Tf na simetriqnom Fokovom prostoru eL
2((0,∞),K), definisan na

vektorima {exp (g)| g ∈ L2((0,∞), K)} koji ga razapi�u kao

Tf (exp (g)) = f ⊗ exp (Stg), t ≥ 0, g ∈ L2((0,∞), K).

Preslikava�e f 7→ Tf je unitaran operator iz eL
2((0,t),K) na EαS(t). �

Za ζ ∈ K neka su operatori U ζ(t) ∈ B
(
eL

2((0,∞),K)
)
, t ≥ 0 definisani

U ζ(t)(exp (f)) = exp (χ(0,t) ⊗ ζ + Stf), f ∈ L2((0,∞), K), (1.14)

gde je χ(0,t) ⊗ ζ funkcija u L2((0,∞), K) koja je jednaka ζ za 0 < x < t, dok je

nula za x ≥ t. Na osnovu (1.13) va�i U ζ(t) = Texp (χ(0,t)⊗ζ) i, prema Stavu 1.20,

U ζ(t) ∈ EαS(t), t > 0. Na osnovu (1.14) vidimo da je U ζ(t) jako neprekidno po t

kao i da va�i polugrupni uslov U ζ(s + t) = U ζ(s)U ζ(t), poxto primetimo da

je za s, t ≥ 0

χ(0,s+t) ⊗ ζ = χ(0,s) ⊗ ζ + Ss(χ(0,t) ⊗ ζ).
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Prema tome, polugrupe U ζ , ζ ∈ K su jedinice CCR toka αS.

Za jedinicu U CCR toka αS ka�emo da je normalizovana ako je

U0(t)∗U(t) = 1, t ≥ 0,

xto je ekvivalentno sa tim da je c(U,U0) = 0.

Sve jedinice U ζ , ζ ∈ K su normalizovane. Naime, prema Stavu 1.20 i (1.2),

za t ≥ 0 i ω, ζ ∈ K va�i

Uω(t)∗U ζ(t) =
〈
Texp (χ(0,t)⊗ζ), Texp (χ(0,t)⊗ω)

〉
E
αS(t)

1 =

=
〈
exp (χ(0,t) ⊗ ζ), exp (χ(0,t) ⊗ ω)

〉
eL

2((0,t),K) 1 =

= e
〈χ(0,t)⊗ζ,χ(0,t)⊗ω〉L2((0,t),K)1 = et〈ζ,ω〉K1 (1.15)

i, uzimaju�i ω = 0, dobijamo U0(t)∗U ζ(t) = 1.

Svaka jedinica U E0-polugrupe α
S mora biti oblika

U(t) = eatV (t), t ≥ 0,

gde je V normalizovana jedinica i a ∈ C. Zaista, za proizvo	nu jedinicu U

va�i

U0(t)∗U(t) = etc(U,U
0)1, t ≥ 0,

odakle vidimo da mo�emo uzeti a = c(U,U0) i V (t) = e−atU(t) (xto je norma-

lizovana jedinica) tako da va�i U(t) = eatV (t).

Na osnovu [2, Lema 2.6.8], svaka normalizovana jedinica U E0-polugrupe α
S

mora biti oblika U = U ζ za neko ζ ∈ K.

Konaqno, u [2, Teorema 2.6.4] mo�e se videti da su sve jedinice CCR toka

αS zapravo polugrupe

U (a,ζ) = {eatU ζ(t)| t ≥ 0}, (a, ζ) ∈ C×K,

tj. preslikava�e (a, ζ) 7→ U (a,ζ) je bijekcija izme�u C×K i skupa jedinica CCR

toka αS. Tako�e, pokazano je da je funkcija kovarijacije c : UαS × UαS → C
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data kao

c(U (a,ζ), U (b,ω)) = a+ b+ 〈ζ, ω〉K ,

kao i da je Hilbertov prostor, pridru�en ovoj funkciji kovarijacije, izomor-

fan sa K, tj. ind(αS) = d.

1.4 Klasifikacija E0-polugrupa

E0-polugrupe su klasifikovane u tri tipa I, II, III. E0-polugrupe tipa I su

potpuno izuqene. Naime, one moraju biti kocikliqne perturbacije CAR/CCR

tokova i, kao takve, klasifikovane su svojim numeriqkim indeksom do na ko-

cikliqnu konjugovanost. Ukoliko se izuzme sluqaj polugrupa automorfizama

(gde je indeks jednak nuli), postoji familija razliqitih klasa kocikliqne

konjugacije tipa I parametrizovanih sa 1, 2, . . . ,∞. Xto se tiqe E0-polugrupa

tipa II, zna se da postoje primeri indeksa 1, 2, . . . ,∞. Tako�e je poznato da

postoji kontinuum primera E0-polugrupa tipa III koje nisu uzajamno kocik-

liqno konjugovane [28].

Definicija 1.21. E0-polugrupa α je prostorna ako je Uα 6= ∅.

Definicija 1.22. Prostorna E0-polugrupa α koja deluje na B(H) je potpuno

prostorna ukoliko je za svako t > 0 Hilbertov prostor Eα(t) zatvore�e li-

nearnog omotaqa skupa konaqnih proizvoda U1(t1) · · ·Un(tn), n ∈ N, U i ∈ Uα,
ti > 0 i t1 + · · ·+ tn = t.

Potpuno prostorne E0-polugrupe su one koje imaju "dovo	no mnogo" je-

dinica.

Primer 1.23. Svi CCR tokovi su potpuno prostorne E0-polugrupe.

Sada navodimo pojam razlo�ivih E0-polugrupa.

Definicija 1.24. Operator T ∈ Eα(t) je razlo�iv ako za sve 0 < s < t postoje

operatori A ∈ Eα(s), B ∈ Eα(t− s) tako da T = AB.

23



Primeri razlo�ivih operatora u Eα(t) su konaqni proizvodi oblika

T = U1(t1) · · ·Un(tn),

gde n ∈ N, U i ∈ Uα, ti > 0 i t1 + · · · + tn = t. Naravno, razlo�ivi operatori

ne moraju da budu ovog oblika. Zapravo, postoja�e razlo�ivog operatora ne

podrazumeva da jedinice uopxte postoje.

Svaki razlo�iv operator T ∈ Eα(t) je konaqno razlo�iv u smislu da ako su

t1, . . . , tn pozitivni brojevi takvi da je t1 + · · ·+ tn = t, onda postoje operatori

T1 ∈ Eα(t1), . . . , Tn ∈ Eα(tn) takvi da je T = T1T2 · · ·Tn.

Definicija 1.25. E0-polugrupa α koja deluje na B(H) je razlo�iva ako za

svako t > 0, Dα(t) razapi�e Hilbertov prostor Eα(t), gde je Dα(t) skup svih

razlo�ivih operatora u Eα(t).

Definicija 1.26. E0-polugrupa α je tipa I ukoliko je razlo�iva. Ona je

tipa II ako nije razlo�iva i postoji t0 > 0 takvo da Dα(t0) 6= {0}, dok je tipa

III ako nema razlo�ivih operatora razliqitih od nule.

Na osnovu [2, Teorema 2.7.7], za bilo koju E0-polugrupu α va�i ekvivalen-

cija:

1. α je razlo�iva.

2. α je potpuno prostorna.

3. α je konjugovana kocikliqnoj perturbaciji CAR/CCR toka.

Prema pomenutoj teoremi, tip E0-polugrupa se mo�e definisati i na dru-

gaqiji naqin: E0-polugrupa α je tipa I ukoliko je potpuno prostorna. Ona

je tipa II ukoliko je prostorna, ali ne i potpuno prostorna, dok je tipa III

ukoliko nema jedinica.
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2 Sistemi proizvoda Hilbertovih prostora

Kako je pomenuto u Teoremi 1.12, klasa kocikliqne konjugacije E0-polugru-

pe je potpuno odre�ena na osnovu strukture pridru�enog (konkretnog) sis-

tema proizvoda. Prema tome, klasifikacija E0-polugrupa prema kocikli-

qnoj konjugovanosti bi mogla da se izvede pomo�u izuqava�a teorije sistema

proizvoda Hilbertovih prostora. Pogodna teorija bi bila ona u kojoj svakoj

E0-polugrupi odgovara sistem proizvoda koji je invarijantan u odnosu na ko-

cikliqnu konjugovanost polugrupa i, tako�e, u toj teoriji bi trebalo da va�i

da je svaki sistem proizvoda pridru�en nekoj E0-polugrupi. U tom sluqaju,

klase izomorfizama sistema proizvoda Hilbertovih prostora daju potpun opis

klasa kocikliqne konjugacije E0-polugrupa. Dakle, problem klasifikacije

E0-polugrupa prema kocikliqnoj konjugovanosti se svodi na problem klasi-

fikacije odgovaraju�ih sistema proizvoda.

Definicija 2.1. Sistem proizvoda je familija separabilnih Hilbertovih

prostora p : E → (0,∞) nad (0,∞), gde je

E = {(t, x)| t > 0, x ∈ Et}, p(t, x) = t

i fibre su Hilbertovi prostori Et = p−1(t). E je snabdeveno asocijativnim

mno�e�em

(t, x) · (s, y) = (t+ s, xy), x ∈ Et, y ∈ Es

koje se na fibrama svodi na bilinearno preslikava�e

(x, y) ∈ Es × Et 7→ xy ∈ Es+t, s, t > 0

i deluje kao tenzorsko mno�e�e u smislu da je

Es+t = span (EsEt), s, t > 0,

〈xy, x′y′〉 = 〈x, x′〉 〈y, y′〉 , x, x′ ∈ Es, y, y′ ∈ Et.

E ima strukturu standardnog Borelovog prostora i postoji separabilan Hil-

bertov prostor H takav da je

E ∼= (0,∞)×H,
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gde ∼= predstav	a izomorfizam mer	ivih familija Hilbertovih prostora.

Definicija 2.2. Morfizam sistema proizvoda E i F je

θ : E → F,

θ(xy) = θ(x)θ(y) (x, y ∈ E) i θt : Et → Ft je ograniqen linearan operator za

svako t > 0.

Morfizam θ je izomorfizam ako je θt unitaran operator za svako t > 0.

Morfizam θ je kompaktan ako je θt kompaktan operator za svako t > 0.

Na osnovu ([2, Teorema 4.10.3]), za svaki (apstraktni) sistem proizvoda E,

postoji E0-polugrupa α tako da je E izomorfno konkretnom sistemu proizvoda

Eα.

2.1 Jedinice i indeks

U Potpoglav	u 1.3 navedeno je da Arveson definixe indeks E0-polugrupe kao

dimenziju odgovaraju�eg Hilbertovog prostora koji je konstruisan pomo�u je-

dinica polugrupe. Sliqan postupak se prime�uje i za definisa�e indeksa

sistema proizvoda.

Definicija 2.3. Neka je E sistem proizvoda. Jedinica u E je mer	ivo

seqe�e (0,∞) 3 t 7→ u(t) ∈ Et, takvo da je

u(s+ t) = u(s)u(t), s, t > 0

i postoji t0 > 0 za koje je u(t0) 6= 0. Skup jedinica sistema proizvoda E se

oznaqava UE.

Prema ([2, Stav 3.6.2]), za svake dve jedinice u, v ∈ UE postoji jedinstveno

cE(u, v) ∈ C koje zadovo	ava

〈u(t), v(t)〉 = etcE(u,v), t > 0. (2.1)

Funkcija cE : UE × UE → C je funkcija kovarijacije sistema proizvoda E.

Sliqno kao u Potpoglav	u 1.3, funkcija cE je uslovno pozitivno definitna
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i mo�e se iskoristiti za konstrukciju Hilbertovog prostora H(UE, cE) (kao

xto je ura�eno za konkretne sisteme proizvoda vezane za E0-polugrupe). Taj

Hilbertov prostor je, tako�e, separabilan.

Definicija 2.4. Indeks sistema proizvoda E, u oznaci indE, je dimenzija

Hilbertovog prostora H(UE, cE) ukoliko je UE 6= ∅, dok je indE = 2ℵ0 ako je

UE = ∅.

Va�i [2, Stav 3.6.5]:

Stav 2.5. Za svaku E0-polugrupu α je

ind(α) = ind Eα,

gde je Eα konkretan sistem proizvoda pridru�en polugrupi α.

2.2 Eksponencijalni sistem proizvoda

Najjednostavniji primeri sistema proizvoda Hilbertovih prostora su oni

pridru�eni CAR/CCR tokovima. Ovde ih ukratko opisujemo.

Neka je N ∈ N ∪ {ℵ0} i neka je K Hilbertov prostor dimenzije N . Uoqimo

simetriqan Fokov prostor eL
2((0,∞),K) (1.1). Za svako t > 0, neka je Et Hilbertov

prostor

Et = eL
2((0,t),K) ⊆ eL

2((0,∞),K).

Posmatrajmo familiju Hilbertovih prostora p : EN → (0,∞), definisanu

EN = {(t, x)| t > 0, x ∈ Et}, p(t, x) = t.

Xift-polugrupa S = {St| t ≥ 0} (1.4) koja deluje na L2((0,∞), K) indukuje

polugrupu izometrija

Ut = Γ(St) : eL
2((0,∞),K) → eL

2([t,∞),K), t ≥ 0,

definisanih

Γ(St)(exp(g)) = exp(Stg), g ∈ L2((0,∞), K).
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Kako Us preslikava e
L2((0,t),K) u eL

2((s,s+t),K) i kako, na osnovu (1.3), va�i

eL
2((0,s+t),K) = eL

2((0,s),K) ⊗ eL2((s,s+t),K),

mno�e�e u EN se definixe

(s, f) · (t, g) = (s+ t, f ⊗ Usg), f ∈ eL2((0,s),K), g ∈ eL2((0,t),K).

Na osnovu [2, Stav 3.1.5], EN je sistem proizvoda koji je izomorfan konkret-

nom sistemu proizvoda CCR toka ranga N , tj. E0-polugrupe koja deluje na

B
(
eL

2((0,∞),K)
)
(K je Hilbertov prostor dimenzije N). Naime, neka je α CCR

tok ranga N koji deluje na B
(
eL

2((0,∞),K)
)
. Za svako t > 0 i f ∈ L2((0, t), K),

neka je Tf operator u Eα(t), definisan u Stavu 1.20. Preslikava�e θ : EN → Eα,
definisano sa

θ : (t, f) 7→ (t, Tf ),

je izomorfizam koji je unitaran na fibrama

θt : EN(t)→ Eα(t), t > 0

i zadovo	ava θ(xy) = θ(x)θ(y) za sve x, y ∈ EN . Sve to sledi direktno iz Stava
1.20, kao i na osnovu definicije mno�e�a u oba sistema proizvoda.

Definicija 2.6. Za svako N ∈ N ∪ {ℵ0}, EN se zove eksponencijalni sistem

proizvoda ranga N .

Poxto je za f ∈ Es i g ∈ Et mno�e�e definisano

f · g = f ⊗ Usg,

vidimo da je za ζ ∈ K

exp (χ(0,s) ⊗ ζ) · exp (χ(0,t) ⊗ ζ) = exp (χ(0,s+t) ⊗ ζ)

pa je u(t) = exp (χ(0,t) ⊗ ζ), t > 0 jedinica u EN .

Kako se EN identifikuje sa konkretnim sistemom proizvoda CCR toka

ranga N , proizvo	na jedinica sistema proizvoda EN je oblika

u(a,ζ)(t) = eta exp (χ(0,t) ⊗ ζ), t > 0,
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gde a ∈ C i ζ ∈ K.

Ako se jox iskoristi formula (1.2), dobijamo

〈
exp (χ(0,t) ⊗ ζ), exp (χ(0,t) ⊗ ω)

〉
Et

= et〈ζ,ω〉K , t > 0

pa vidimo da je funkcija kovarijacije za EN

cEN
(
u(a,ζ), u(b,ω)

)
= a+ b+ 〈ζ, ω〉K .

2.3 Aditivnost indeksa

U ovom potpoglav	u navodimo Arvesonove rezultate vezane za aditivnost in-

deksa E0-polugrupa, kao i indeksa sistema proizvoda Hilbertovih prostora

([2, Teorema 3.7.6]):

Teorema 2.7. Za svaka dva sistema proizvoda E i F va�i

ind(E ⊗ F ) = indE + indF. (2.2)

Za svake dve E0-polugrupe α i β va�i

ind(α⊗ β) = ind(α) + ind(β). (2.3)

Pre nego xto damo dokaz pomenute teoreme, navedimo neke pomo�ne rezul-

tate i razmatra�a.

Neka su α i β E0-polugrupe koje deluju redom na B(H) i B(K). Tenzorski

proizvod α⊗β je jedinstvena E0-polugrupa koja deluje na B(H⊗K), definisana

(α⊗ β)t : A⊗B 7→ αt(A)⊗ βt(B), A ∈ B(H), B ∈ B(K), t ≥ 0.

Neka su Eα i Eβ konkretni sistemi proizvoda polugrupa α i β. Za svako t > 0

posmatrajmo prostor

Eα(t)⊗ Eβ(t) = span{A⊗B| A ∈ Eα(t), B ∈ Eβ(t)}
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gde je zatvore�e u odnosu na operatorsku normu. Familija prostora

Eα ⊗ Eβ = {(t, C)| t > 0, C ∈ Eα(t)⊗ Eβ(t)}

se zove prostorni tenzorski proizvod konkretnih sistema proizvoda Eα i Eβ.
Va�i [2, Stav 3.5.2]:

Stav 2.8. Neka su α i β E0-polugrupe. Sistem proizvoda E0-polugrupe α⊗ β
je prostorni tenzorski proizvod konkretnih sistema proizvoda Eα ⊗ Eβ.

Dokaz. Pretpostavimo da α i β deluju na B(H) i B(K), redom. Za svako t > 0,

Eα(t)⊗ Eβ(t) je potprostor u Eα⊗β(t) koji je zatvoren u normi prostora Eα⊗β(t).

Prema tome, dovo	no je da se poka�e da ako je operator R ∈ Eα⊗β(t) ortogonalan

na sve S ⊗ T (S ∈ Eα(t), T ∈ Eβ(t)), onda je R = 0. Za takve R, S, T je

R∗(S ⊗ T ) = 〈S ⊗ T,R〉Eα⊗β(t) 1 = 0,

tj. R∗ ima vrednost nula na potprostoru u H ⊗K koji je razapet slikama svih

operatora S ⊗ T . Kako su α i β E0-polugrupe, αt(1) = 1 i βt(1) = 1 za svako

t ≥ 0. Tako�e, kako je αt(1) projektor na potprostor [Eα(t)H] u H, vidimo da je

[Eα(t)H] = H i, sliqno, [Eβ(t)K] = K. Dakle, H ⊗K je razapet slikama svih

operatora S ⊗ T pa sledi R = 0.

Navodimo jox va�an Arvesonov rezultat u Teoremi 2.9 ([2, Teorema 3.7.2])

i u Posledici 2.10 ([2, Posledica 3.7.3]):

Teorema 2.9. Neka su E i F sistemi proizvoda i neka je θ : E → F kompaktni

morfizam takav da je θt0 6= 0 za neko t0 > 0. Tada postoje jedinice u ∈ UE i

v ∈ UF takve da je θ oblika

θt(x) = 〈x, ut〉 vt, x ∈ Et, t > 0.

Dakle, svaki kompaktni morfizam sistema proizvoda je ranga 1.

Neka su E i F sistemi proizvoda. Mo�e se formirati �ihov tenzorski

proizvod

E ⊗ F = {(t, x)| t > 0, x ∈ Et ⊗ Ft},
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koji je tako�e sistem proizvoda i na elementarnim tenzorima x⊗ y ∈ Es ⊗ Fs,
x′ ⊗ y′ ∈ Et ⊗ Ft mno�e�e je definisano

(x⊗ y, x′ ⊗ y′) 7→ xx′ ⊗ yy′ ∈ Es+t ⊗ Fs+t.

Za jedinice u ∈ UE i v ∈ UF , formira se jedinica u⊗ v ∈ UE⊗F na slede�i

naqin:

(u⊗ v)t = ut ⊗ vt, t > 0.

Posledica 2.10. Neka su E i F sistemi proizvoda. Svaka jedinica sistema

proizvoda E⊗F je oblika u⊗ v za neke u ∈ UE, v ∈ UF . Zapravo, UE⊗F 6= ∅ ako
i samo ako UE 6= ∅ i UF 6= ∅.

Dokaz. Neka je F konjugovani sistem proizvoda za F , tj. F se sastoji od iste

familije Hilbertovih prostora kao i F , mno�e�a u F i F su ista, a skalarno

mno�e�e na fibrama je dato kao λx za λ ∈ C i x ∈ F t. Identiqko preslika-

va�e F 3 x 7→ x ∈ F quva mno�e�e i restrikcija na fibrama Ft → F t je

antiunitarno prelikava�e, tj. skalarni proizvod u F t je

〈x, y〉F t = 〈y, x〉Ft .

Neka je ω = {ωt| t > 0} jedinica u E ⊗ F . Ograniqeno preslikava�e

(x, y) ∈ Et × Ft 7→ 〈x⊗ y, ωt〉Et⊗Ft

mo�e da se vidi kao seskvilinearna forma na Et × F t. Prema tome, postoji

jedinstveni ograniqeni linearni operator θt : Et → F t takav da je

〈θt(x), y〉F t = 〈x⊗ y, ωt〉Et⊗Ft , x ∈ Et, y ∈ Ft. (2.4)

Preslikava�e θ : E → F je morfizam. Zaista, θ predstav	a familiju

ograniqenih linearnih operatora koja je multiplikativna jer ako su x ∈ Es,
x′ ∈ Et, tada za svaki vektor oblika yy′ ∈ Fs+t (y ∈ Fs, y′ ∈ Ft) va�i〈

θs+t(xx
′), yy′

〉
= 〈xx′ ⊗ yy′, ωs+t〉 = 〈(x⊗ y)(x′ ⊗ y′), ωsωt〉 =

= 〈x⊗ y, ωs〉 〈x′ ⊗ y′, ωt〉 = 〈θs(x), y〉
〈
θt(x

′), y′
〉

=
〈
θs(x)θt(x

′), yy′
〉
.

Tvr�e�e sledi zato xto FsFt razapi�e Fs+t.
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Sada pokazujemo da je svako θt Hilbert-Xmitov operator. Ukoliko izabe-

remo ortonormirane baze {xm| m ∈ N} za Et i {yn| n ∈ N} za Ft, vidimo da

je ∑
m

‖θt(xm)‖2 =
∑
m,n

| 〈θt(xm), yn〉 |2 =
∑
m,n

| 〈xm ⊗ yn, ωt〉 |2 = ‖ωt‖2 <∞

jer je {xm⊗yn| m,n ∈ N} ortonormirana baza za Et⊗Ft. Dakle, θ je kompaktni
morfizam.

Na osnovu Teoreme 2.9 i qi�enice da je svaka jedinica u F oblika {vt| t > 0},
gde je v jedinica u F , zak	uqujemo da postoje jedinice u ∈ UE i v ∈ UF takve

da

θt(x) = 〈x, ut〉 vt, x ∈ Et, t > 0.

Zamenom u (2.4) dobijamo

〈〈x, ut〉 vt, y〉 = 〈x⊗ y, ωt〉 , x ∈ Et, y ∈ Ft.

Leva strana je

〈x, ut〉Et 〈vt, y〉F t = 〈x, ut〉Et 〈y, vt〉Ft = 〈x⊗ y, ut ⊗ vt〉 ,

odakle sledi ωt = ut ⊗ vt.

Za dokaz Teoreme 2.7 potrebni su jox neki pomo�ni rezultati vezani za

svojstva uslovno pozitivno definitnih funkcija kovarijacije.

Definicija 2.11. Funkcija kovarijacije je ure�eni par (X, a) gde jeX nepra-

zan skup i a : X ×X → C je uslovno pozitivno definitna funkcija (1.11).

Za funkcije kovarijacije (X, a) i (Y, b), direktna suma je definisana kao

funkcija kovarijacije (X ×Y, a⊕ b), gde je a⊕ b uslovno pozitivno definitna
funkcija definisana na skupu (X × Y )× (X × Y ) kao

(a⊕ b)((x, y), (x′, y′)) = a(x, x′) + b(y, y′).

Do sada smo ve� videli naqin na koji se svakoj funkciji kovarijacije (X, a)

mo�e pridru�iti Hilbertov prostor H(X, a) (Primedba 1.15). U vezi sa tim

va�i [2, Lema 3.7.5]:
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Lema 2.12. Neka su (X, a), (Y, b) funkcije kovarijacije.

1. Ako postoji surjektivna funkcija θ : X → Y takva da za sve x, y ∈ X
va�i b(θ(x), θ(y)) = a(x, y), onda je

dimH(X, a) = dimH(Y, b).

2. Neka je (X×Y, a⊕ b) direktna suma funkcija kovarijacije (X, a) i (Y, b).

Tada je

dimH(X × Y, a⊕ b) = dimH(X, a) + dimH(Y, b).

Dokaz. (1) Posmatrajmo pozitivno poludefinitna preslikava�a, linearna po

drugoj i konjugovano linearna po prvoj promen	ivoj, definisana

〈f, g〉X =
∑
x,y∈X

f(x)g(y)a(x, y), f, g ∈ C0X,

〈h, k〉Y =
∑
u,v∈Y

h(u)k(v)b(u, v), h, k ∈ C0Y.

Ova preslikava�a su skalarni proizvodi na odgovaraju�im koliqniqkim pro-

storima vektorskih prostora C0X i C0Y . Sliqno kao u Primedbi 1.15, do-

bijaju se Hilbertovi prostori H(X, a) i H(Y, b) nakon kompletira�a koliq-

niqkih prostora u odnosu na normu indukovanu odgovaraju�im skalarnim pro-

izvodom. Neka je dato linearno preslikava�e

W (f) =
∑
x∈X

f(x)δθ(x), f ∈ C0X,

gde je δy(z) = 1 za z = y i δy(z) = 0 za z 6= y. Funkcija W preslikava C0X u

C0Y . Tako�e, W je surjektivno preslikava�e:

Neka je C0Y 3 g 6= 0 i neka je {y1, . . . , yn} ⊂ Y skup taqaka u kojima je ona

razliqita od nule. Izaberimo x1, . . . , xn ∈ X tako da je θ(xk) = yk, k = 1, . . . , n.

Tada je g = W (f), gde je

f =
n∑
k=1

g(yk)δxk .

Konaqno, vidimo da va�i

〈W (f),W (g)〉Y =
∑
y,y′∈Y

∑
θ(x) = y

θ(x′) = y′

f(x)g(x′)b(θ(x), θ(x′)) =

33



=
∑
y,y′∈Y

∑
θ(x) = y

θ(x′) = y′

f(x)g(x′)a(x, x′) = 〈f, g〉X

pa je W unitaran operator iz H(X, a) u H(Y, b).

(2) Neka je V linearno preslikava�e skupa C0(X × Y ) u direktnu sumu vek-

torskih prostora C0X i C0Y , definisano kao V (f) = (f1, f2) za

f1(x) =
∑
y∈Y

f(x, y), f2(y) =
∑
x∈X

f(x, y).

Preslikava�e V je surjektivno. Zaista, neka su fiksirane taqke x0 ∈ X,

y0 ∈ Y . Tada za svako f ∈ C0X, g ∈ C0Y va�i V (h) = (f, g), gde je h ∈ C0(X×Y )

funkcija definisana

h(x, y) = g(y)δx0(x) + f(x)δy0(y).

Ako se iskoristi skalarni proizvod u C0(X × Y ), definisan pomo�u uslovno

pozitivno definitne funkcije a⊕ b, vidimo da za f, g ∈ C0(X × Y ) va�i

〈f, g〉H(X×Y,a⊕b) = 〈f1, g1〉X + 〈f2, g2〉Y = 〈V (f), V (g)〉H(X,a)⊕H(Y,b)

pa je V unitaran operator iz H(X × Y, a⊕ b) u H(X, a)⊕H(Y, b).

Sada mo�emo dokazati Teoremu 2.7:

Dokaz. Ako se uzmu u obzir Stav 2.8 i Stav 2.5, vidimo da je dovo	no da

doka�emo (2.2). Pretpostavimo prvo da je jedan od skupova UE, UF prazan.

Tada je jedan od indE, indF jednak kardinalnosti kontinuuma pa je takav i

indE + indF . Sa druge strane, prema Posledici 2.10, UE⊗F je tako�e prazan

pa je i ind(E ⊗ F ) jednak kardinalnosti kontinuuma.

Dakle, mo�emo pretpostaviti UE 6= ∅ i UF 6= ∅. Neka su cE i cF funkcije

kovarijacije za E i F i neka je θ : UE × UF → UE⊗F preslikava�e definisano

θ(u, v) = u⊗ v, u ∈ UE, v ∈ UF .

Preslikava�e θ je surjektivno (Posledica 2.10) i va�i

cE⊗F (θ(u, v), θ(u′, v′)) = cE(u, u′) + cF (v, v′). (2.5)
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Zaista, za svako t > 0 je

etcE⊗F (u⊗v,u′⊗v′) = 〈ut ⊗ vt, u′t ⊗ v′t〉 = 〈ut, u′t〉 〈vt, v′t〉 =

= etcE(u,u′)etcF (v,v′) = et(cE(u,u′)+cF (v,v′)),

odakle sledi (2.5). Sada je, prema Lemi 2.12,

dimH(UE × UF , cE ⊕ cF ) = dimH(UE⊗F , cE⊗F )

i

dimH(UE × UF , cE ⊕ cF ) = dimH(UE, cE) + dimH(UF , cF ),

na osnovu qega va�i (2.2).

2.4 Klasifikacija (Arvesonovih) sistema proizvoda

Arvesonovi sistemi proizvoda su, do sada, klasifikovani pomo�u svojih je-

dinica.

Najjednostavniji primer Arvesonovog sistema je ekponencijalni sistem pro-

izvoda, opisan u Potpoglav	u 2.2. Deta	nije, to je sistem proizvoda EN qije

su fibre Hilbertovi prostori Et =
(
eL

2((0,t),K)
)
t∈R+

, gde je K neki Hilbertov

prostor dimenzije N . EN je generisan svojim jedinicama (ne postoji pravi

podsistem koji sadr�i sve jedinice). Arvesonovi sistemi sa tom osobinom su,

po definiciji, tipa I. Arveson je pokazao da proizvo	an sistem proizvoda

tipa I mora biti izomorfan konkretnom sistemu proizvoda CCR toka ranga

N koji deluje na B
(
eL

2((0,∞);K)
)
, gde je K Hilbertov prostor dimenzije N .

Dimenzija Hilbertovog prostora K je indeks sistema proizvoda i predstav	a

potpunu invarijantu Arvesonovih sistema tipa I.

Arvesonov sistem je tipa II ako ima bar jednu jedinicu, ali nije tipa I.

Sistem proizvoda tipa II sadr�i jedinstveni maksimalni podsistem tipa I.

Indeks sistema proizvoda tipa II je indeks maksimalnog podsistema tipa I.

Poznato je da postoji obi	e uzajamno neizomorfnih sistema proizvoda tipa II
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koji imaju isti indeks [29], [14]. Prema tome, indeks nije potpuna invarijanta

sistema proizvoda tipa II.

Arvesonov sistem proizvoda je tipa III ukoliko nema jedinica. U [28], [30]

dokazano je da postoji bar kontinuum neizomorfnih sistema proizvoda tipa

III pa se mo�e zak	uqiti da postoji bar kontinuum E0-polugrupa tipa III

koje nisu uzajamno kocikliqno konjugovane.
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3 Jezgra

U ovom poglav	u navodimo osnovne rezultate koji se tiqu (potpuno) pozitivno

definitnih jezgara sa vrednostima u C∗-algebri, polugrupa takvih jezgara kao

i �ihovih generatora (videti npr. [6] ili [24]).

Na poqetku navodimo definiciju Hilbertovog i dvostranog Hilbertovog

C∗-modula.

Definicija 3.1. a) Hilbertov C∗-modul E nad C∗-algebrom B je desni B-
modul snabdeven skalarnim proizvodom 〈·, ·〉 : E × E → B koji zadovo	ava

• 〈x, αy + βz〉 = α 〈x, y〉+ β 〈x, z〉 , x, y, z,∈ E, α, β ∈ C;

• 〈x, yb〉 = 〈x, y〉 b, b ∈ B, x, y ∈ E;

• 〈x, x〉 ≥ 0,

〈x, x〉 = 0⇔ x = 0, x ∈ E;

• 〈x, y〉 = 〈y, x〉∗,
odakle sledi 〈xb, y〉 = b∗ 〈x, y〉, x, y ∈ E, b ∈ B;

• E je kompletan u odnosu na normu ‖ · ‖ =
√
‖ 〈·, ·〉 ‖.

b) Hilbertov B − B modul E je Hilbertov B-modul zajedno sa nedegener-

isanom ∗-reprezentacijom C∗-algebre B pomo�u elemenata iz Ba(E). (Elementi

C∗-algebre Ba(E) su ograniqena preslikava�a f : E → E takva da za svako f

postoji f ∗ : E → E za koje va�i 〈f(x), y〉 = 〈x, f ∗(y)〉 , x, y ∈ E. Prema tome,
ta preslikava�a su desno B-linearna). Tu reprezentaciju, ostvarenu pomo�u

kanonskog homomorfizma j : B → Ba(E), mo�emo zvati "levo dejstvo" algebre

B na E (bx = j(b)(x) za b ∈ B, x ∈ E). Otuda va�i i 〈x, by〉 = 〈b∗x, y〉 , x, y ∈ E.

Primer 3.2. C∗-algebra B je trivijalan Hilbertov B−B modul sa skalarnim

proizvodom 〈b, b′〉 = b∗b′.
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3.1 Pozitivno definitna jezgra

Definicija 3.3. Jezgro na skupu S sa vrednostima u C∗-algebri B je pre-

slikava�e k : S × S → B. Ono je pozitivno definitno ako va�i∑
i,j

b∗i k
xi,xjbj ≥ 0

za svaki izbor konaqno mnogo xi ∈ S, bi ∈ B.

[6, Stav 3.1.3] citiramo ovde kao

Stav 3.4. Neka je k pozitivno definitno jezgro na skupu S sa vrednostima u

B. Tada postoji pred-Hilbertov B-modul E i preslikava�e i : S → E za koje

va�i

kx,y = 〈i(x), i(y)〉

i E = span (i(S)B). Xtavixe, ako je (E ′, i′) jox jedan par sa ovim svojstvima,

onda se preslikava�e i(x) 7→ i′(x) proxiruje do izomorfizma E → E ′.

Definicija 3.5. Par (E, i) je Kolmogorov	eva dekompozicija jezgra k i E je

�egov Kolmogorov	ev modul.

3.2 Potpuno pozitivno definitna jezgra

Za razliku od prethodnog potpoglav	a, u ovom posmatramo jezgra sa vrednos-

tima u skupu ograniqenih preslikava�a na C∗-algebri B. Skup B(B) je tako�e

jedna C∗-algebra u kojoj je mno�e�e zapravo kompozicija preslikava�a.

Definicija 3.6. Jezgro na skupu S sa vrednostima u skupu ograniqenih pre-

slikava�a B → B je preslikava�e K : S × S → B(B). K je potpuno pozitivno

definitno ako va�i ∑
i,j

b∗iKxi,xj(a∗i aj)bj ≥ 0

za svaki izbor konaqno mnogo xi ∈ S, ai, bi ∈ B.

Rezultate predstav	ene u [6, Teorema 3.2.3] ovde pomi�emo kao

38



Teorema 3.7. Neka je K potpuno pozitivno definitno jezgro na nekom skupu

S sa vrednostima u B(B). Tada postoji kontraktivan pred-Hilbertov B −B
modul E (kanonska reprezentacija C∗-algebre B na E je kontrakcija, tj. levo

dejstvo ne pove�ava normu) i preslikava�e i : S → E tako da va�i

Kx,y(b) = 〈i(x), bi(y)〉

i E = span (Bi(S)B). Xtavixe, ako je (E ′, i′) jox jedan par sa ovim osobinama,

onda se preslikava�e i(x) 7→ i′(x) proxiruje do izomorfizma E → E ′.

Obrnuto, ako je E kontraktivan pred-Hilbertov B − B modul i S skup

elemenata iz E, tada je K, definisano kao Kx,y(b) = 〈x, by〉, potpuno pozi-

tivno definitno jezgro.

Posledica 3.8. Jezgro K je Ermitovo, tj. va�i Kx,y(b∗) = Ky,x(b)∗.

Definicija 3.9. Par (E, i) je Kolmogorov	eva dekompozicija jezgra K i E

je �egov Kolmogorov	ev modul.

3.3 Polugrupe jezgara

U ovom potpoglav	u navodimo definiciju polugrupe potpuno pozitivno defi-

nitnih jezgara, u oznaci CPD-polugrupa, kao i rezultat o uzajamno jednoz-

naqnoj korespondenciji izme�u CPD-polugrupa i uslovno potpuno pozitivno

definitnih jezgara.

Definicija 3.10. Neka su K i L potpuno pozitivno definitna jezgra na

skupu S sa vrednostima u B(B). Xurov proizvod K i L je jezgro

K ◦ L : S × S → B(B), (K ◦ L)(x, y) = (K ◦ L)x,y ∈ B(B)

gde je

(K ◦ L)x,y(b) = Kx,y ◦ Lx,y(b) = Kx,y(Lx,y(b)), b ∈ B, x, y ∈ S.

Primedba 3.11. Na osnovu Teoreme 3.7, K ◦ L je tako�e potpuno pozitivno

definitno jezgro.
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Definicija 3.12. Familija (Kt)t≥0 jezgara na S sa vrednostima u B(B) je

(uniformno neprekidna) Xurova polugrupa jezgara ako za sve x, y ∈ S, pre-

slikava�a Kx,yt qine (uniformno neprekidnu) polugrupu na B. (Uniformno

neprekidna) CPD-polugrupa jezgara je (uniformno neprekidna) Xurova polu-

grupa potpuno pozitivno definitnih jezgara.

Definicija 3.13. Jezgro L na S sa vrednostima u B(B) je uslovno potpuno

pozitivno definitno ako je∑
i,j

b∗iLxi,xj(a∗i aj)bj ≥ 0

za svaki izbor konaqno mnogo xi ∈ S, ai, bi ∈ B takvih da va�i
∑
i

aibi = 0.

Veza izme�u pomenutih pojmova data je u [6, Teorema 3.4.7]:

Teorema 3.14. Formula

Kt = etL

(gde se za vrednost eksponencijalne funkcije koristi Xurov proizvod jezgara)

ostvaruje bijekciju izme�u uniformno neprekidnih CPD-polugrupa (Kt)t∈R+

potpuno pozitivno definitnih jezgara na S sa vrednostima u B(B) i Ermi-

tovih uslovno potpuno pozitivno definitnih jezgara na S sa vrednostima

u B(B). Jezgro L zovemo generatorom polugrupe K = (Kt)t∈R+.

Primedba 3.15. Generator L uniformno neprekidne CPD-polugrupe K =

(Kt)t∈R+ je Ermitovo uslovno potpuno pozitivno definitno jezgro za koje va�i

L = d
dt
K|t=0, tj.

Lx,y(b) = lim
t→0

Kx,yt (b)− b
t

, x, y ∈ S, b ∈ B.

Definicija 3.16. Generator L uniformno neprekidne CPD-polugrupe na

skupu S sa vrednostima u B(B) ima Kristensen-Evansovu formu (tj. jeste CE-

generator) ako se mo�e predstaviti u obliku

Lx,y(b) = 〈ζx, bζy〉+ bβy + β∗xb, (3.1)

gde ζx ∈ F, βx ∈ B (x ∈ S) i F je pred-Hilbertov B − B modul.
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4 Sistemi proizvoda Hilbertovih modula

Sistemi proizvoda Hilbertovih prostora (sistemi proizvoda nad C), o kojima
je bilo reqi u Poglav	u 2, prouqavaju se posled�ih nekoliko decenija u vezi

sa E0-polugrupama koje deluju na faktorima tipa I. Do sada ve� postoje neki

znaqajni rezultati koji uopxtavaju teoriju Arvesonovih sistema proizvoda na

sisteme proizvoda nad nekom C∗-algebrom, tj. na sisteme proizvoda Hilber-

tovih modula, bilo vezano za E0-polugrupe (videti [21], [3], [23])) ili kvantnu

dinamiku verovatno�e (videti [9], [6], [22]).

Postoji dosta potexko�a u uopxte�u pojma indeksa sistema proizvoda (nad

C) uvedenog u [2], na sluqaj sistema proizvoda nad proizvo	nom C∗-algebrom.

Do sada postoji jedan pokuxaj u tom smeru dat u [25].

U ovom poglav	u navodimo definicije odre�enih pojmova kao pripremu

za prikaz rezultata disertacije koja se tiqu gore pomenutog uopxte�a po-

jma indeksa Arvesonovih sistema proizvoda (rezultati �e biti prikazani u

poglav	ima koja slede). Deta	nije, najpre dokazujemo da se skup svih uni-

formno neprekidnih jedinica sistema proizvoda nad C∗-algebrom B mo�e

snabdeti strukturom dvostranog Hilbertovog B−B modula nakon identifiko-
va�a jedinica pomo�u odgovaraju�e relacije ekvivalencije. Tu konstrukciju,

zatim, koristimo za definisa�e indeksa sistema proizvoda nad C∗-algebrom

B i na taj naqin uopxtavamo pojam indeksa sistema proizvoda koji su uveli

Arveson (u sluqaju B = C) i Skajde4 (u sluqaju prostornih sistema proizvoda).
Tako�e, dokazujemo da je tako definisan indeks kovarijantni funktor iz kat-

egorije neprekidnih sistema proizvoda u kategoriju dvostranih B − B mod-

ula, kao i da je subaditivan u odnosu na spo	ax�i tenzorski proizvod sis-

tema proizvoda. Pokazujemo da se indeks sistema proizvoda koji se mo�e uto-

piti u prostorni sistem proizvoda mo�e preciznije opisati i da se skup uni-

formno neprekidnih jedinica mo�e rekonstruisati na osnovu indeksa sistema

proizvoda.

Tokom izlaga�a B je unitalna C∗-algebra (ukoliko se ne naglasi drugaqije)
i 1 je �ena jedinica. Oznaka ⊗ se koristi za tenzorski proizvod, algebarski

ili neki drugi, iako je i � qesto u upotrebi.

4Michael Skeide
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Na poqetku navodimo neke osnovne definicije.

Definicija 4.1. a) Sistem proizvoda nad C∗-algebrom B je familija (Et)t≥0

Hilbertovih B − B modula, E0
∼= B, zajedno sa familijom dvostranih (uni-

tarnih) izomorfizama

ϕs,t : Es ⊗ Et → Es+t,

gde je ⊗ unutrax�i tenzorski proizvod dobijen identifikacijama

ub⊗ v ∼ u⊗ bv, u⊗ vb ∼ (u⊗ v)b, bu⊗ v ∼ b(u⊗ v) (u ∈ Es, v ∈ Et, b ∈ B)

i potom kompletira�em u odnosu na skalarni proizvod

〈u⊗ v, u1 ⊗ v1〉 = 〈v, 〈u, u1〉 v1〉 , u, u1 ∈ Es, v, v1 ∈ Et.

Preslikava�a ϕs,t zadovo	avaju

ϕr,s+t(IEr ⊗ ϕs,t) = ϕr+s,t(ϕr,s ⊗ IEt).

b) Jedinica sistema proizvoda E = (Et)t≥0 je familija u = (ut)t≥0, ut ∈ Et
takva da va�i

u0 = 1, ϕs,t(us ⊗ ut) = us+t

xto kra�e pixemo us ⊗ ut = us+t.

Jedinica u = (ut)t≥0 je unitalna ako je 〈ut, ut〉 = 1. Ona je centralna ako za

svako b ∈ B i svako t ≥ 0 va�i but = utb. Skup svih jedinica sistema proizvoda

E oznaqava se UE ili samo U ako je jasno o kom se sitemu proizvoda radi.

Ovako uveden objekat se mo�e posmatrati i kao neprekidni tenzorski proiz-

vod Hilbertovih modula, odnosno neprekidna varijanta Fokovog prostora.

Gore pomenuta definicija jedinica je qisto algebarska i, kao takva, ne po-

drazumeva osobine kao xto su npr. mer	ivost ili neprekidnost, kao u sluqaju

jedinica Arvesonovih sistema. Ispostav	a se da je pogodnije da se uslov

neprekidnosti postavi direktno na jedinice iako postoji i definicija nepre-

kidnog sistema proizvoda koju pomi�emo u Poglav	u 7.

Primer 4.2. Pod trivijalnim sistemom proizvoda nad B podrazumevamo fami-
liju (Et)t≥0, gde su Et = B Hilbertovi B −B moduli sa skalarnim proizvodom

〈b, b′〉 = b∗b′.
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Definicija 4.3. Za svake dve jedinice x = (xt)t≥0 i y = (yt)t≥0 postoji

familija ograniqenih C-linearnih operatora Kx,yt : B → B definisanih

Kx,yt (b) = 〈xt, byt〉.

Ta familija qini polugrupu. Skup jedinica S je neprekidan ako je odgo-

varaju�a polugrupa (Kξ,ηt )ξ,η∈S (u odnosu na Xurovsko mno�e�e) uniformno

neprekidna. Ka�emo da je jedinica ξ uniformno neprekidna ili, kra�e, samo

neprekidna ukoliko je skup {ξ} neprekidan, tj. familija Kξ,ξt neprekidna u

normi prostora B(B).

Za dati (uniformno) neprekidan skup jedinica U formira se uniformno

neprekidna potpuno pozitivno definitna (CPD) polugrupa K = (Kt)t≥0 (u

odnosu na Xurovsko mno�e�e, videti Definiciju 3.10). Naime, va�i

Kx,ys+t(b) = 〈xs+t, bys+t〉 = 〈xs ⊗ xt, bys ⊗ yt〉 = 〈xt, 〈xs, bys〉 yt〉 = (Kx,yt ◦ Kx,ys )(b)

i, prema Teoremi 3.7, svako Kt je potpuno pozitivno definitno jezgro.

Prema Teoremi 3.14, generator CPD-polugrupe K je uslovno potpuno pozi-

tivno definitno jezgro L = d
dt
K|t=0,

Lx,y(b) = lim
t→0

〈xt, byt〉 − b
t

, x, y ∈ U .

Prema tome, imaju�i u vidu Definiciju 3.13, za sve x1, . . . , xn ∈ U , n ∈ N i za

sve aj, bj ∈ B va�i

n∑
j=1

ajbj = 0 =⇒
n∑

i,j=1

b∗iLxi,xj(a∗i aj)bj ≥ 0. (4.1)

Generator L je Ermitovo jezgro, tj.

Ly,x(b) = Lx,y(b∗)∗. (4.2)

Tako�e, K je jedinstveno odre�eno pomo�u L. Naime, K = etL, tj.

Kx,yt (b) = 〈xt, byt〉 = etL
x,y

(b), b ∈ B. (4.3)
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Primedba 4.4. Generator L polugrupe K odgovara Arvesonovoj funkciji ko-

varijacije (u sluqaju B = C).

Primedba 4.5. Imaju�i u vidu Definiciju 4.3, razlikujemo skup nepre-

kidnih jedinica i neprekidan skup jedinica. U prvom sluqaju samo su Kξ,ξt
(ξ ∈ S) uniformno neprekidne polugrupe dok su, u drugom sluqaju, sve polu-

grupe Kξ,ηt (ξ, η ∈ S) uniformno neprekidne.

Neka je S ⊂ U . Skup S generixe podsistem proizvoda ES = (ES
t )t≥0 u E,

gde je ES
t = span{bnξntn ⊗ · · · ⊗ b1ξ

1
t1
b0| n ∈ N, bi ∈ B, ξi ∈ S, tn + · · ·+ t1 = t} za

t > 0 i ES
0 = B.

Definicija 4.6. Sistem proizvoda E = (Et)t≥0 je tipa I ako je generisan

nekim neprekidnim skupom jedinica S ⊂ U (E je najma�i podsistem u E koji

sadr�i sve jedinice skupa S).

E je tipa II ako ima bar jednu neprekidnu jedinicu, ali nije tipa I.

E je tipa III ako nema nijednu neprekidnu jedinicu.

Definicija 4.7. Sistem proizvoda je prostorni ako ima neku centralnu

unitalnu jedinicu ω (videti Definiciju 4.1 (b)). On je potpuno prostorni

ako je jox i tipa I i generixu�i skup S mo�e da se izabere tako da sadr�i ω.

Primedba 4.8. Centralna unitalna jedinica ω je neprekidna (preslikava�e

〈ωt, •ωt〉 = idB za svako t ≥ 0). Prema tome, prostorni sistem proizvoda ne

mo�e biti tipa III.
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5 Konstrukcija jedinica u sistemu proizvoda

U [16] Libxer5 i Skajde formulixu i dokazuju tvr�e�a koja omogu�uju kon-

strukciju novih jedinica u datom sistemu proizvoda. Ti rezultati su navedeni

u Lemi 3.1, Stavu 3.3 i Lemi 3.4 pomenutog rada. Ovde ih citiramo kao

Stav 5.1. a) Pretpostavimo da neprekidan skup jedinica S generixe sistem

proizvoda E. Neka je preslikava�e t 7→ yt ∈ Et takvo da za sve b ∈ B i za neke

K i Kξ ∈ B(B) (ξ ∈ S) va�i

〈yt, byt〉 = b+ tK(b) +O(t2),

〈yt, bξt〉 = b+ tKξ(b) +O(t2).

Tada postoji sistem proizvoda F ⊇ E i jedinica ζ ∈ F takva da je skup

S ∪ {ζ} neprekidan i va�i

Lζ,ζ = K i Lζ,ξ = Kξ.

b) Tako�e, slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. ζ ∈ E;

2. ζt se mo�e dobiti kao limes niza (yt/n)⊗n;

3. lim
n→∞

〈
ζt, (yt/n)⊗n

〉
= 〈ζt, ζt〉.

Primedba 5.2. Iako je u [16] umesto limn→∞(yt/n)⊗n posmatran limes po svim

particijama segmenta [0, t], ovde nije potreban taj opxtiji koncept.

Navedeni rezultati se koriste u pomenutom radu za konstrukciju jedinica

pomo�u preslikava�a

t 7→
n∑
j=1

κjxjt , κj ∈ C,
n∑
j=1

κj = 1

i

t 7→ xte
βt, (5.1)

gde su x, x1, . . . , xn ∈ S, β ∈ B i dobijene jedinice su oznaqene

κ1x
1 � · · ·� κnxn i xβ.

5Volkmar Liebscher
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Generatori jedinice κ1x
1 � · · ·� κnxn su

b 7→
n∑

i,j=1

κiκjLx
i,xj(b) i b 7→

n∑
i=1

κiLx
i,ξ(b). (5.2)

Proizvod � je asocijativan. Naime, va�i

κ1x
1 � κ2x

2 � κ3x
3 = (κ1 + κ2)

(
κ1

κ1 + κ2

x1 �
κ2

κ1 + κ2

x2

)
� κ3x

3, κ1 + κ2 6= 0

i, sliqno,

κ1x
1 � κ2x

2 � κ3x
3 = κ1x

1 � (κ2 + κ3)

(
κ2

κ2 + κ3

x2 �
κ3

κ2 + κ3

x3

)
, κ2 + κ3 6= 0.

Ovo se mo�e videti ukoliko se uporede odgovaraju�i generatori, imaju�i u

vidu (5.2).

Jezgra jedinice xβ su

Lxβ ,xβ = Lx,x + β∗idB + idBβ,

Lxβ ,ξ = Lx,ξ + β∗idB.
(5.3)

Oqigledno je da se dobija ista jedinica xβ ukoliko se posmatra preslikava�e

t 7→ eβtxt umesto (5.1) jer obe imaju iste generatore.

Sada bi bilo znaqajno da se kompleksni brojevi κj zamene elementima C∗-
algebre B:

Stav 5.3. Pretpostavimo da neprekidan skup jedinica S generixe sistem

proizvoda E. Neka su xj ∈ S, κj ∈ B, j = 1, . . . , n takvi da
n∑
j=1

κj = 1. Funkcije

t 7→
n∑
j=1

κjxjt i t 7→
n∑
j=1

xjtκj

zadovo	avaju sve pretpostavke Stava 5.1 i dobijene jedinice, oznaqene kao

κ1x
1 � · · ·� κnxn i x1κ1 � · · ·� xnκn,

pripadaju E.
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Dokaz. Dokaz sledi ukoliko pogledamo kako izgledaju odgovaraju�a jezgra. U

sluqaju n = 2, preslikava�a

t 7→ x1
tκ1 + x2

tκ2 i t 7→ κ1x
1
t + κ2x

2
t

daju jezgra

K = κ∗1Lx
1,x1κ1 + κ∗1Lx

1,x2κ2 + κ∗2Lx
2,x1κ1 + κ∗2Lx

2,x2κ2,

Kξ = κ∗1Lx
1,ξ + κ∗2Lx

2,ξ

i

K = Lx1,x1Lκ∗1Rκ1 + Lx1,x2Lκ∗1Rκ2 + Lx2,x1Lκ∗2Rκ1 + Lx2,x2Lκ∗2Rκ2 ,

Kξ = Lx1,ξLκ∗1 + Lx2,ξLκ∗2 ,

gde su La, Ra : B → B operatori levog i desnog mno�e�a elementom a ∈ B.

Primedba 5.4. Stav 5.3 je specijalan sluqaj Primera 3 u [16, Poglav	e 4.2]:

Neka je {ξ0, ξ1, . . . , ξk+1} neprekidan skup jedinica i aj, bj ∈ B (j = 1, . . . , k+ 1)

su takvi da je
k+1∑
j=1

ajbj = 0. Sada se na preslikava�e

t 7→ yt = ξ0
t +

k+1∑
j=1

ajξ
j
t bj

primeni Stav 5.1(a), uzimaju�i ξk+1 = ξ0, ak+1 = 1, bk+1 = −1 i aj = 1 ili

bj = 1 (j = 1, 2, . . . , k).

Lema 5.5. [12] Neka je U skup svih uniformno neprekidnih jedinica u datom

sistemu proizvoda E i neka x, y ∈ U . Ako za sve ξ ∈ U va�i Lx,ξ = Ly,ξ, onda
je x = y.

Dokaz. Na osnovu (4.3) je

〈xt, bξt〉 = 〈yt, bξt〉 , b ∈ B.

Za b = 1 i ξ = x dobijamo 〈xt, xt〉 = 〈yt, xt〉, dok za b = 1 i ξ = y dobijamo

〈xt, yt〉 = 〈yt, yt〉. Kombinuju�i posled�e dve jednakosti, dobijamo

〈xt − yt, xt − yt〉 = 0,
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tj. x = y.

Primedba 5.6. Pretpostavka "za sve ξ ∈ U" je suvixna u prethodnoj lemi jer
koristimo jednakost samo za ξ = x i ξ = y.

Lema 5.7. [12] Neka je x neprekidna jedinica u nekom sistemu proizvoda E.

Za β = Lx,x(1), jedinica x−β/2 je unitalna. Ukoliko je x centralna, takva je

i x−β/2 .

Dokaz. Kako je jezgro L Ermitovo, na osnovu (4.2) sledi β = β∗. Na osnovu

(5.3) je Lx−β/2,x−β/2(1) = Lx,x(1)− β∗/2− β/2 = 0 i, prema (4.3),〈
x
−β/2
t , x

−β/2
t

〉
= etL

x−β/2,x−β/2

(1) = 1.

Ukoliko je x centralna, onda je

betβ = b 〈xt, xt〉 = 〈xtb∗, xt〉 = 〈xt, xtb〉 = etβb,

xto daje bβ = βb za sve b ∈ B. Kako je x−β/2t = xte
−tβ/2, zak	uqujemo da je x−β/2,

tako�e, centralna jedinica.
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6 Definicija indeksa sistema proizvoda

U ovom poglav	u predstav	amo originalne rezultate disertacije koji se tiqu

definisa�a indeksa sistema proizvoda Hilbertovih modula [12]. Neka je E

sistem proizvoda. Za definiciju indeksa sistema proizvoda E koristimo

odre�eni skup neprekidnih jedinica u E, poseqen po odgovaraju�oj relaciji ek-

vivalencije koju definixemo pomo�u pogodno odabranog skalarnog proizvoda.

Ukoliko se izabere neka jedinica ω, prema narednom stavu, postoji maksimalan

neprekidan skup jedinica Uω (u sistemu proizvoda E) koji sadr�i ω. Prema

tome, indeks oznaqavamo ind(E,ω) i dokazujemo da ne zavisi od izbora jedinice

ω unutar istog neprekidnog skupa jedinica.

Stav 6.1. Neka je U skup svih neprekidnih jedinica u nekom sistemu proizvo-

da E. Definixemo relaciju ' na U :

x ' y ⇔ {x, y} je neprekidan skup.

Relacija ' je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Relacija je oqigledno refleksivna i simetriqna. Ostaje jedino da se

doka�e tranzitivnost, tj. ako su {ξ, η} i {η, ζ} neprekidni skupovi, skup {ξ, ζ}
je tako�e neprekidan.

Posmatrajmo razliku ξt − ηt:

〈ξt − ηt, ξt − ηt〉 = Kξ,ξt (1)−Kξ,ηt (1)−Kη,ξt (1) +Kη,ηt (1)→ 1− 1− 1 + 1 = 0

kad t→ 0+ jer je skup {ξ, η} neprekidan. Tako�e je

〈ξt, bζt〉 = 〈ξt − ηt, bζt〉+ 〈ηt, bζt〉 .

Drugi sabirak, na osnovu neprekidnosti skupa {η, ζ}, te�i b (kad t→ 0+). Za

prvi sabirak va�i

‖ 〈ξt − ηt, bζt〉 ‖ ≤ ‖ξt − ηt‖ ‖bζt‖ ≤ C‖ξt − ηt‖ → 0.

Prema prethodnom, skup U se mo�e razlo�iti na maksimalne, uzajamno dis-

junktne, neprekidne skupove jedinica.
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Neka je E sistem proizvoda nad unitalnom C∗-algebrom B sa bar jednom

neprekidnom jedinicom. (Imaju�i u vidu Definiciju 4.6, E nije sistem proiz-

voda tipa III.) Neka je ω proizvo	na neprekidna jedinica u E i neka je U = Uω
skup svih uniformno neprekidnih jedinica koje su ekvivalentne sa ω (u smislu

relacije ' iz Stava 6.1).

Definixemo sabira�e i mno�e�e elementom b ∈ B u Uω na slede�i naqin:

x+ y = x� y �−ω, b · x = bx� (1− b)ω, x · b = xb� ω(1− b). (6.1)

Jezgra jedinica x+ y, x · a, a · x (a ∈ B) su

Lx+y,x+y = Lx,x + Lx,y − Lx,ω + Ly,x + Ly,y − Ly,ω − Lω,x − Lω,y + Lω,ω,

Lx+y,ξ = Lx,ξ + Ly,ξ − Lω,ξ (ξ ∈ U),
(6.2)

Lx·a,x·a = a∗Lx,xa+ (1− a)∗Lω,xa+ a∗Lx,ω(1− a) + (1− a)∗Lω,ω(1− a),

Lx·a,ξ = a∗Lx,ξ + (1− a)∗Lω,ξ (ξ ∈ U),
(6.3)

La·x,a·x = Lx,xLa∗Ra + Lω,xL1−a∗Ra + Lx,ωLa∗R1−a + Lω,ωL1−a∗R1−a,

La·x,ξ = Lx,ξLa∗ + Lω,ξL1−a∗ (ξ ∈ U).
(6.4)

Definixemo i relaciju ≈ na skupu U :

x ≈ y ako i samo ako x = yβ za neko β ∈ B. (6.5)

Teorema 6.2. a) Skup U zajedno sa operacijama definisanim u (6.1) je dvo-

strani B − B modul.

b) Relacija ≈ je relacija ekvivalencije koja je saglasna sa svim algebarskim

operacijama u U , tj.

x ≈ y =⇒ x · b ≈ y · b, b · x ≈ b · y,
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x1 ≈ x2, y1 ≈ y2 =⇒ x1 + y1 ≈ x2 + y2;

Dokaz. a) Asocijativnost sledi na osnovu asocijativnosti operacije �. Za-

pravo, jedinice (x+ y) + z i x+ (y + z) su jednake x� y � z � (−2ω).

Neutral je ω, a inverz elementa x je 2ω � (−x) xto se lako proverava.

Komutativnost je oqigledna.

Ostale aksiome dvostranog B −B modula (x · a) · b = x · (ab), a · (b · x) = (ab) · x,
a · (x + y) = a · x + a · y, (x + y) · a = x · a + y · a i 1 · x = x · 1 = x se mogu

lako proveriti upore�iva�em odgovaraju�ih jezgara na osnovu (6.2), (6.3), (6.4).

b) Refleksivnost sledi ako se izabere β = 0.

Ako je x = yβ, onda Lx,ξ = Ly,ξ + β∗idB pa va�i

Ly,ξ = Lx,ξ − β∗idB = Lx−β ,ξ

xto, na osnovu Leme 5.5, daje simetriqnost.

Za x = yβ i y = zα va�i

Lx,ξ = Ly,ξ + β∗idB = Lz,ξ + (α + β)∗idB = Lzα+β ,ξ

za sve ξ ∈ U . Na osnovu toga i Leme 5.5 zak	uqujemo da je x = zα+β, odakle

sledi tranzitivnost.

Poka�imo sada da rezultat sabira�a i mno�e�a elementom b ∈ B ne zavisi
od izbora β ∈ B. Zaista, neka x, y ∈ U i x1 = xβ, y1 = yα za neke α, β ∈ B. Tada
je, na osnovu (6.2) i (5.3),

Lx1+y1,ξ =Lx1,ξ + Ly1,ξ − Lω,ξ = Lx,ξ + β∗ idB+Ly1,ξ + α∗ idB−Lω,ξ =

=Lx+y,ξ + (α + β)∗ idB = L(x+y)α+β ,ξ,

za svako ξ ∈ U . Sada, koriste�i Lemu 5.5, sledi

x1 + y1 = (x+ y)α+β.

Zatim, neka je x1 = xβ i a ∈ B. Prema (6.3) je

Lx1·a,ξ =a∗Lx1,ξ + (1− a)∗Lω,ξ = a∗(Lx,ξ + β∗ idB) + (1− a)∗Lω,ξ =

=Lx·a,ξ + a∗β∗ idB = L(x·a)βa,ξ,
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za svako ξ ∈ U . Ponovo koristimo Lemu 5.5 i dobijamo

x1 · a = (x · a)βa.

Sliqno se mo�e pokazati da je a · x1 = (a · x)aβ.

Sada je mogu�e formirati koliqniqki modul U/ ≈.

Postoji vixe skalarnih proizvoda sa vrednostima u B na skupu U . Naime,
za svaki pozitivan element b ∈ B postoji preslikava�e 〈 , 〉b : U × U −→ B

〈x, y〉b = (Lx,y − Lx,ω − Lω,y + Lω,ω)(b), (6.6)

gde je ω ista jedinica kao u (6.1). Svako od ovih preslikava�a ja polu-skalarni

proizvod sa vrednostima u B (u smislu da mo�e da bude degenerisan, tj. 〈x, x〉b =

0 za neko x 6= 0), ali ipak ima sve ostale uobiqajene osobine.

Stav 6.3. Preslikava�e (6.6) ima slede�e osobine:

1. Za sve x, y, z ∈ U i α, β ∈ C va�i 〈x, αy + βz〉b = α 〈x, y〉b + β 〈x, z〉b.

2. Za sve x, y ∈ U va�i a ∈ B 〈x, y · a〉b = 〈x, y〉b a.

3. Za sve x, y ∈ U je 〈x, y〉b = 〈y, x〉∗b .

4. Za sve x ∈ U va�i 〈x, x〉b ≥ 0.

5. Ako je x ≈ x′ i y ≈ y′, onda je 〈x, y〉b = 〈x′, y′〉b.

6. Za sve x, y ∈ U i 0 ≤ a ∈ B va�i 〈x, a · y〉1 = 〈x, y〉a.

7. Ako je 0 ≤ b(∈ B) ≤ 1, onda za sve x ∈ U va�i 〈x, x〉b ≤ 〈x, x〉1.

8. Va�i 〈x− y, x− y〉1 = lim
t→0+

〈xt − yt, xt − yt〉
t

.

Dokaz. (1)-(3) se lako proveravaju.

(4) va�i jer je L uslovno potpuno pozitivno definitno jezgro (preciznije,

mo�emo staviti n = 2, x1 = x, x2 = ω, a1 = a2 =
√
b, b1 = 1, b2 = −1 u (4.1)).

(5) sledi nakon skra�iva�a β∗b i bγ u razvijenom obliku za 〈x′, y′〉b, gde su

x′ = xβ i y′ = yγ.
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(6) - Iskoristi se druga formula u (6.4) u razvijenom obliku za 〈x, a · y〉1.
(7) - Kako je L uslovno potpuno pozitivno definitno jezgro, dobijamo

Lx,x(1− b)− Lx,ω(1− b)− Lω,x(1− b) + Lω,ω(1− b) ≥ 0

i, prema tome, 〈x, x〉b ≤ 〈x, x〉1 .
(8) sledi iz (6.6) i definicije jezgra L.

Biramo 〈·, ·〉1 za skalarni proizvod na U . Na osnovu prethodnog stava mo�e
se izvesti Koxi-Xvarcova nejednakost (videti [13, Stav 1.1] ili [18, Stav

1.2.4]):

〈x, y〉1 〈x, y〉1
∗ ≤ 〈x, x〉1 ‖ 〈y, y〉1 ‖. (6.7)

Skup

N = {x ∈ U | 〈x, x〉1 = 0}

jednak je skupu

{x ∈ U | ∀y ∈ U , 〈x, y〉1 = 0}

i sadr�i {ωβ | β ∈ B} (svojstvo (5) Stava 6.3). Zak	uqujemo da je N podmodul

u U i da je U/N pred-Hilbertov B − B modul.

Definicija 6.4. Neka je E sistem proizvoda nad C∗-algebrom B i ω nepreki-

dna jedinica u E. Indeks para (E,ω) je Hilbertov B − B modul dobijen kom-

pletira�em pred-Hilbertovog B − B modula U/∼, gde je U = Uω maksimalan

neprekidan skup jedinica koji sadr�i ω, a ∼ je relacija ekvivalencije defi-

nisana:

x ∼ y ako i samo ako x− y ∈ N.

Indeks oznaqavamo ind(E,ω).

Primedba 6.5. Ako se E mo�e utopiti u prostorni sistem proizvoda, kom-

pletira�e nije potrebno (Teorema 9.7).

Primedba 6.6. Ako je {ω, ω′} neprekidan skup jedinica, tada je

ind(E,ω) ∼= ind(E,ω′).
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Zaista, Uω = Uω′ (na osnovu Stava 6.1) i izometriqki izomorfizam je dat

translacijom

x 7→ x�−ω � ω′.

6.1 Ekvivalentna definicija indeksa

U ovom potpoglav	u dajemo jox jedan naqin definisa�a indeksa sistema pro-

izvoda i pokazujemo da je tako dobijena definicija ekvivalentna sa ve� navede-

nom u Definiciji 6.4. Tako�e, istiqemo da takva definicija indeksa odgovara

Arvesonovoj (u sluqaju B = C) [32].

Dokazujemo da uslovno potpuno pozitivno definitno (CCPD) jezgro, kao

generator potpuno pozitivno definitne (CPD) polugrupe pridru�ene nepre-

kidnom skupu jedinica sistema proizvoda nad C∗-algebrom B, dozvo	ava kon-
strukciju Hilbertovog B − B modula. Tu konstrukciju koristimo za defini-

sa�e indeksa polaznog sistema proizvoda.

Neka je E sistem proizvoda i neka je U neprekidan skup jedinica u E.

Posmatrajmo dvostrani B − B modul BUB, gde je BUB skup svih formalnih

suma
∑

i aixibi, xi ∈ U , ai, bi ∈ B sa identifikacijama:

(λa)xb ∼ ax(λb) (λ ∈ C), (a1 + a2)xb ∼ a1xb+ a2xb, ax(b1 + b2) ∼ axb1 + axb2.

Za c ∈ B, (
∑

i aixibi)c =
∑

i aixi(bic) i c(
∑

i aixibi) =
∑

i(cai)xibi.

Posmatrajmo i dvostrani B − B podmodul (BUB)0,

(BUB)0 =

{∑
i

aixibi ∈ BUB|
∑
i

aibi = 0

}

i definiximo preslikava�e 〈·, ·〉 : (BUB)0 × (BUB)0 → B〈∑
i

aixibi,
∑
j

a′jx
′
jb
′
j

〉
=
∑
i,j

b∗iLxi,x
′
j(a∗i a

′
j)b
′
j. (6.8)
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Primedba 6.7. Pripadnost elementa modula BUB, tj. klase ekvivalencije

po gore pomenutim relacijama, podmodulu (BUB)0 ne zavisi od predstavnika

klase.

Lema 6.8. Preslikava�e (6.8) ima slede�e osobine:

1. Za sve ai, bi, ci, c
′
i, di, d

′
i ∈ B, xi, yi, y′i ∈ U , α, β ∈ C〈∑
i

aixibi, α
∑
i

ciyidi + β
∑
i

c′iy
′
id
′
i

〉
=

= α

〈∑
i

aixibi,
∑
i

ciyidi

〉
+ β

〈∑
i

aixibi,
∑
i

c′iy
′
id
′
i

〉
;

2. Za sve ai, a
′
i, bi, b

′
i ∈ B, xi, x′i ∈ U , c ∈ B〈∑

i

aixibi,

(∑
i

a′ix
′
ib
′
i

)
c

〉
=

〈∑
i

aixibi,
∑
i

a′ix
′
ib
′
i

〉
c;

3. Za sve ai, a
′
i, bi, b

′
i ∈ B, xi, x′i ∈ U〈∑
i

aixibi,
∑
i

a′ix
′
ib
′
i

〉
=

〈∑
i

a′ix
′
ib
′
i,
∑
i

aixibi

〉∗
;

4. Za sve ai, bi ∈ B, xi ∈ U〈∑
i

aixibi,
∑
i

aixibi

〉
≥ 0.

Dokaz. (1) i (2) je jednostavno proveriti. Za (3) se iskoristi (4.2), dok (4)

sledi jer je L uslovno potpuno pozitivno definitno (CCPD) jezgro (4.1).

Na osnovu prethodne leme mo�e se izvesti Koxi-Xvarcova nejednakost:〈∑
i

aixibi,
∑
i

a′ix
′
ib
′
i

〉〈∑
i

aixibi,
∑
i

a′ix
′
ib
′
i

〉∗
≤

≤

〈∑
i

aixibi,
∑
i

aixibi

〉∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
〈∑

i

a′ix
′
ib
′
i,
∑
i

a′ix
′
ib
′
i

〉∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .
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Sada mo�emo da zak	uqimo da je skup

N =

{∑
i

aixibi ∈ (BUB)0|

〈∑
i

aixibi,
∑
i

aixibi

〉
= 0

}

jednak skupu{∑
i

aixibi ∈ (BUB)0| ∀
∑
i

a′ix
′
ib
′
i ∈ (BUB)0,

〈∑
i

aixibi,
∑
i

a′ix
′
ib
′
i

〉
= 0

}
.

Prema tome, N je podmodul u (BUB)0 i (BUB)0/N je pred-Hilbertov B − B
modul.

Teorema 6.9. Neka je E sistem proizvoda nad unitalnom C∗-algebrom B.
Neka je ω proizvo	na neprekidna jedinica u E i U je maksimalan neprekidan

skup jedinica koji sadr�i ω. Preslikava�e f : U/∼ → (BUB)0/N , definisano

f([y]) = y − ω +N ,

je izomorfizam pred-Hilbertovih B − B modula U/∼ (iz Definicije 6.4) i

(BUB)0/N .

Skalarni proizvod u U oznaqavamo sa 〈·, ·〉1 ((6.6) za b = 1), a skalarni

proizvod u (BUB)0 sa 〈·, ·〉 (6.8).

Dokaz. Neka su y, y′ ∈ U i neka je y ∼ y′, tj. 〈y − y′, y − y′〉1 = 0 (oduzima�e je

u U : y − y′ = y � (−y′) � ω). Element 1y1 + (−1)y′1 ∈ (BUB)0 kra�e zapisujemo

y − y′ ∈ (BUB)0.

Na osnovu (6.8) je

〈y − y′, y − y′〉 = Ly,y(1)− Ly,y′(1)− Ly′,y(1) + Ly′,y′(1)

i tako�e, prema (6.6) i Stavu 5.3,

〈y − y′, y − y′〉1 = 〈y � (−y′) � ω, y � (−y′) � ω〉1 =

= Ly,y(1)− Ly,y′(1)− Ly′,y(1) + Ly′,y′(1).

Dakle, y − y′ ∈ N pa je preslikava�e f dobro definisano.
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Neka su [y], [z] ∈ U/∼. Tada va�i

〈f([y]), f([z])〉(BUB)0/N = 〈y − ω +N , z − ω +N〉(BUB)0/N = 〈y − ω, z − ω〉 =

= Ly,z(1)− Lω,z(1)− Ly,ω(1) + Lω,ω(1) = 〈y, z〉1 = 〈[y], [z]〉U/∼ ,

odakle zak	uqujemo da je f izometrija.

Za surjektivnost preslikava�a f treba pokazati da za sve
∑

i aixibi + N u

(BUB)0/N postoji [y] ∈ U/∼ tako da
∑

i aixibi − y + ω ∈ N .

Preslikava�e t 7→ ωt+
∑

i aixi,tbi zadovo	ava sve pretpostavke Stava 5.1. Jezgra

novonastale jedinice ζ su

Lζ,ζ(b) = Lω,ω(b) +
∑
i

b∗iLxi,ω(a∗i b) +
∑
i

Lω,xi(bai)bi +
∑
i,j

b∗iLxi,xj(a∗i baj)bj,

Lζ,ξ(b) = Lω,ξ(b) +
∑
i

b∗iLxi,ξ(a∗i b), ξ ∈ U , b ∈ B.

(6.9)

Na osnovu (6.8), (6.9) i (4.2) sledi 〈
∑

i aixibi − ζ + ω,
∑

i aixibi − ζ + ω〉 = 0.

Prema tome,
∑

i aixibi − ζ + ω ∈ N pa je f([ζ]) =
∑

i aixibi +N .

Neka [x], [y] ∈ U/∼ i neka je ζ = x+ y ∈ U (sabira�e je iz (6.1)).

Prema (6.8), (6.2), (4.2) va�i 〈ζ − x− y + ω, ζ − x− y + ω〉 = 0. Na osnovu toga,

ζ − x− y + ω ∈ N pa je

f([x] + [y]) = f([x+ y]) = ζ − ω +N = x− ω + y − ω +N = f([x]) + f([y]).

Neka [x] ∈ U/∼ i b ∈ B. Posmatrajmo jedinice η = x · b ∈ U i µ = b · x ∈ U
(mno�e�e je iz (6.1)).

Prema (6.8), (6.3), (6.4), (4.2) je

〈η − ω − xb+ ωb, η − ω − xb+ ωb〉 = 0,

〈µ− ω − bx+ bω, µ− ω − bx+ bω〉 = 0.
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Dakle, η− ω− xb+ ωb ∈ N i µ− ω− bx+ bω ∈ N . Na osnovu toga vidimo da je

f([x] · b) = f([x · b]) = η − ω +N = xb− ωb+N = f([x])b,

f(b · [x]) = f([b · x]) = µ− ω +N = bx− bω +N = bf([x]).

Posledica 6.10. Neka je E sistem proizvoda nad B. Neka je U maksimalan

neprekidan skup jedinica koji sadr�i proizvo	nu neprekidnu jedinicu ω. In-

deks sistema proizvoda E mo�e biti definisan i kao dvostrani Hilbertov

B−B modul (BUB)0/N (nastao nakon kompletira�a u odnosu na odgovaraju�i

skalarni proizvod).

Primedba 6.11. Neka je E Arvesonov sistem proizvoda (E je sistem proiz-

voda nad B = C) i neka je U skup svih jedinica u E. Kao xto je reqeno u

Potpoglav	u 2.1, za x, y ∈ U postoji jedinstveni kompleksni broj c(x, y) koji

zadovo	ava jednakost 〈xt, yt〉 = etc(x,y). Funkcija kovarijacije c : U × U → C je

uslovno pozitivno definitna u smislu da za sve n ∈ N, za sve x1, . . . , xn ∈ U i

za sve a1, a2, . . . , an ∈ C va�i

n∑
j=1

aj = 0 =⇒
n∑

i,j=1

c(xi, xj)aiaj ≥ 0. (6.10)

Primetimo da je

Lx,y(1) = lim
t→0

〈xt, yt〉 − 1

t
= lim

t→0

etc(x,y) − 1

t
= c(x, y). (6.11)

Kako su svi Lx,y C-linearni, dvostrani B − B modul BUB se svodi na kom-

pleksni vektorski prostor CU koji se sastoji od svih formalnih suma
∑

i aixi,

ai ∈ C, xi ∈ U , dok se �egov podmodul (BUB)0 svodi na (CU)0 = {
∑

i aixi ∈
CU|

∑
i ai = 0}. Koriste�i (6.11), sledi〈∑
i

aixi,
∑
i

a′ix
′
i

〉
=
∑
i,j

Lxi,x′j(aia′j) =
∑
i,j

Lxi,x′j(1)aia
′
j =

∑
i,j

c(xi, x
′
j)aia

′
j.

(6.12)

58



Imaju�i u vidu Posledicu 6.10, indeks sistema proizvoda E je Hilbertov pros-

tor (CU)0/N (nastao nakon komletira�a odgovaraju�eg pred-Hilbertovog pros-

tora), gde je

N =

{∑
i

aixi ∈ (CU)0|

〈∑
i

aixi,
∑
i

aixi

〉
= 0

}
.

Takva definicija indeksa odgovara onoj koju je prethodno dao Arveson (Pot-

poglav	e 2.1). Preciznije, C0U je kompleksni vektorski prostor svih funkci-

ja f : U → C koje imaju vrednost razliqitu od nule u konaqno mnogo taqaka i

zadovo	avaju
∑

x f(x) = 0. Definisano je preslikava�e 〈·, ·〉 : C0U ×C0U → C

〈f, g〉 =
∑
x,y∈U

c(x, y)f(x)g(y). (6.13)

Ako je N = {f | 〈f, f〉 =
∑

x,y c(x, y)f(x)f(y) = 0}, koriste�i (6.10), vidimo da je
preslikava�e (6.13) skalarni proizvod na (C0U)/N . Indeks sistema proizvoda

E je definisan kao dimenzija Hilbertovog prostora (C0U)/N (koji je nastao

nakon kompletira�a odgovaraju�eg pred-Hilbertovog prostora). Baza za C0U
je skup {δx| x ∈ U}, gde je δx(x) = 1 i δx(y) = 0 ∀y 6= x. Preslikava�e x 7→ δx je

bijekcija izme�u U i skupa baznih vektora {δx| x ∈ U} pa se U mo�e smatrati

bazom za C0U . Prema tome, svako f ∈ C0U se mo�e predstaviti u obliku

f =
∑

i aixi, gde ai = f(xi) ∈ C, xi ∈ U . Dakle, mo�emo, na neki naqin,

uspostaviti jednakost skupova (CU)0 i C0U , N i N i preslikava�a (6.12) i

(6.13).

Kraj�i zak	uqak je da, prema Posledici 6.10, indeks Arvesonovog sistema

proizvoda E mo�e da se definixe kao Hilbertov prostor U/∼ (nastao nakon

kompletira�a) gde je ∼ relacija ekvivalencije iz Definicije 6.4.
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7 Neprekidni sistemi proizvoda

U ovom poglav	u dokazujemo da je indeks, definisan u disertaciji u Poglav	u

6, kovarijantni funktor izme�u kategorije neprekidnih sistema proizvoda nad

C∗-algebrom B i kategorije dvostranih B − B modula [12].

Definicija neprekidnog sistema proizvoda [22, Poglav	e 7] dozvo	ava nam

da govorimo o indeksu sistema proizvoda E bez naglaxava�a jedinice ω.

Definicija 7.1. Neka je E = (Et)t≥0 sistem proizvoda i i = (it)t≥0 je fami-

lija izometriqkih utapa�a it : Et → F u unitalni Hilbertov modul (F je

unitalni ako postoji ξ ∈ F tako da je 〈ξ, ξ〉 = 1). Skup

CSi(E) = {x = (xt)t≥0 | xt ∈ Et, t 7→ itxt je neprekidno preslikava�e}

je skup neprekidnih seqe�a u E (u odnosu na i). Ka�emo da je E neprekidan

sistem proizvoda (u odnosu na i) ako va�i

1. Za svako yt ∈ Et postoji neprekidno seqe�e x ∈ CSi(E) takvo da je yt = xt;

2. Za svaki par neprekidnih seqe�a x, y ∈ CSi(E), funkcija

(s, t) 7→ is+t(xs ⊗ yt)

je neprekidna.

Sada navodimo neke od osobina neprekidnih sistema proizvoda koje su date

u [22, Teorema 7.5 i 7.7] i [7, Teorema 2.4 i 2.5].

Teorema 7.2. 1. Za sistem proizvoda E i neprekidnu jedinicu ξ postoji

najvixe jedna neprekidna struktura CSi(E) na E tako da ξ ∈ CSi(E).

2. Za sistem proizvoda E koji je generisan neprekidnim skupom jedinica S

postoji taqno jedna neprekidna struktura CSi(E) ⊃ S.

3. Ako je E neprekidan sistem proizvoda sa neprekidnom jedinicom ξ ∈
CSi(E), E je uniformno neprekidan sistem proizvoda u smislu da je

preslikava�e t 7→ 〈xt, •yt〉 neprekidno kao preslikava�e R+ → B(B) za

sve x, y ∈ CSi(E).
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Prema Teoremi 7.2(1) postoji najvixe jedna neprekidna struktura na E

takva da je neprekidna jedinica ω neprekidno seqe�e. Za datu neprekidnu

jedinicu ω ∈ CSi(E), skup Uω (maksimalan neprekidan skup jedinica u E koji

sadr�i ω) se poklapa sa skupom svih neprekidnih jedinica koje pripadaju

CSi(E). Zaista, ako neprekidna jedinica x pripada CSi(E), onda je ω ' x na

osnovu Teoreme 7.2(3) (' je relacija definisana u Stavu 6.1). Obrnuto, ako je

x neprekidna jedinica za koju va�i ω ' x, onda

‖xt+ε−xt‖ ≤ ‖xt⊗xε−xt⊗ωε‖+‖xt⊗ωε−xt‖ ≤ ‖xt‖(‖xε−ωε‖+‖ωε− 1‖)→ 0,

kad ε → 0+, zbog toga xto prvi sabirak te�i nuli jer je ω ' x, dok drugi

te�i nuli jer ω ∈ CSi(E). Na osnovu toga i ‖xt−ε − xt‖ → 0, kad ε → 0+, jer

‖xt−ε − xt‖ ≤ ‖xt−ε‖ ‖1− xε‖.
Dakle, u sluqaju neprekidnih sistema proizvoda ne naglaxavamo jedinicu

ω ve� samo pixemo ind(E).

Familija neprekidnih sistema proizvoda je kategorija ako su morfizmi

definisani na slede�i naqin:

Definicija 7.3. Preslikava�e θ : E → F izme�u dva neprekidna sistema

proizvoda (sa utapa�ima i i j) je morfizam ako

1. θ|Et = θt : Et → Ft su ograniqena B−B linearna preslikava�a koja imaju

adjungovana i zadovo	avaju θt+s = θt ⊗ θs, θ0 = idB;

2. preslikava�a θ i θ∗ quvaju neprekidnu strukturu, tj. ako (xt)t≥0 ∈ CSi(E),

onda (θ(xt))t≥0 ∈ CSj(F ) i ako (yt)t≥0 ∈ CSj(F ), onda (θ∗(yt))t≥0 ∈ CSi(E);

3. lim sup
t→0+

‖θt‖ < +∞.

Primedba 7.4. U [25, Poglav	e 2] morfizmi su definisani kao preslikava�a

koja zadovo	avaju samo uslov (1) (u prethodnoj definiciji). Takva definicija

morfizama je qisto algebarska pa ne bismo mogli da govorimo o neprekidnoj

strukturi sistema proizvoda bez dodatnih pretpostavki.

Stav 7.5. [12] Indeks je kovarijantni funktor izme�u kategorije neprekid-

nih sistema proizvoda nad B i kategorije dvostranih B − B modula.
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Dokaz. Neka je θ : E → F morfizam. Izaberimo ω′ = θ(ω) za referentnu

jedinicu u UF . Za proizvo	nu jedinicu x = (xt) ∈ UE, θ(x) = (θt(xt)) ∈ UF jer

θt+s(xt+s) = θt+s(xt⊗xs) = θt(xt)⊗ θs(xs) i θ0(x0) = 1. Ukoliko je x neprekidna,

onda x ∈ CSi(E) pa θ(x) ∈ CSj(F ), odnosno θ(x) je neprekidna.

Neka x, y ∈ UE. Za jedinicu ζ = x+ y = x� y�−ω (sabira�e je u UE) va�i
ζt = lim

n→∞
(xt/n + yt/n − ωt/n)⊗n (Stav 5.1(b)). Kako je θ morfizam (Definicija

7.3(1)), sledi

(θ(ζ))t = θt(ζt) = lim
n→∞

(θt/n(xt/n) + θt/n(yt/n)− ω′t/n)⊗n =

= (θ(x) � θ(y) �−ω′)t = (θ(x) + θ(y))t

(sabira�e u posled�em izrazu je u UF ). Dakle, θ(x+ y) = θ(x) + θ(y). Sliqno,

θ(x · a) = θ(x) · a i θ(a · x) = a · θ(x), a ∈ B.
Preme tome, preslikava�e UE 3 x 7→ θ(x) ∈ UF je algebarski homomor-

fizam.

Neka je θ∗ : F → E morfizam qije su fibre θ∗t : Ft → Et i neka je x = (xt)

jedinica u E. Tada je (θ∗t θtxt) tako�e jedinica. Neka je y ∼ y′ u E i oznaqimo

ψt = θ∗t θt. Tada za svako x ∈ UE va�i

〈θx, θy〉1 = 〈ψx− ψω, y〉1 ,

dakle,

〈θx, θy − θy′〉1 = 〈ψx− ψω, y − y′〉1 = 0,

xto daje θy ∼ θy′. Prema tome, dobija se dobro definisan homomorfizam

UE/∼ 3 [x] 7→ ind(θ)([x]) = [θx] ∈ UF/∼.

Doka�imo sada da ind(θ) ima adjungovano preslikava�e. Ako y ∈ UF , onda
θ∗y ∈ UE i va�i

〈ind(θ)x, y〉1 =Lθx,y(1)− Lθx,ω′(1)− Lω′,y(1) + Lω′,ω′(1) =

=Lx,θ∗y(1)− Lx,θ∗ω′ − Lω,θ∗y(1) + Lω,θ∗ω′(1) = 〈x, θ∗y − θ∗ω′〉1 .

Odavde vidimo da je (ind(θ))∗(y) = θ∗y − θ∗ω′.

Konaqno, poka�imo da je preslikava�e ind(θ) ograniqeno i da se, prema

tome, mo�e proxiriti na ind(E). Koriste�i Stav 6.3 (8) i [13, Stav 1.2],
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dobijamo

〈θx, θx〉1 = lim
t→0+

〈θtxt − θtωt, θtxt − θtωt〉
t

≤

≤ lim sup
t→0+

‖θt‖2 〈xt − ωt, xt − ωt〉
t

≤ (lim sup
t→0+

‖θt‖2) 〈x, x〉1 .

Dakle, ind(θ) ∈ Ba,bil(ind(E), ind(F )) je morfizam u kategoriji dvostranih B−B
modula.

Mo�e se lako videti da ind(idE) = idind(E) i ind(ψθ) = ind(ψ)ind(θ) za sve

morfizme θ izme�u sistema proizvoda E i F i ψ izme�u sistema proizvoda F

i G.

Primedba 7.6. Preslikava�e ind(θ) quva relaciju ≈. Zaista, ako je x′ = xβ,

β ∈ B, tada je Lθ(x′),ξ = Lθ(x)β ,ξ za ξ ∈ UF pa, na osnovu Leme 5.5, θ(x′) = θ(x)β.

Primedba 7.7. Ako se izostavi uslov (3) u Definiciji 7.3, mo�e se samo

zak	uqiti da je ind(θ) gusto definisan (mogu�e i neograniqen) operator koji

ima adjungovani.

Posledica 7.8. Ako su E i F algebarski izomorfni sistemi proizvoda (po-

stoji unitarni morfizam θ : E → F ), onda je ind(E,ω) = ind(F, θ(ω)).

Dokaz. Fibre morfizma θ : E → F su unitarni operatori pa je �ihova norma

jednaka 1 i uslov (3) u Definiciji 7.3 je ispu�en. Na osnovu

〈θtxt, bθtyt〉 = 〈xt, byt〉

zak	uqujemo da θ prevodi neprekidne jedinice u neprekidne jedinice, kao i

da va�i 〈θx, θx〉1 = 〈x, x〉1. Dakle, u ovom sluqaju je ind(θ) unitaran operator

pa je ind(E) ∼= ind(F ) ili, preciznije, ind(E,ω) = ind(F, θ(ω)).
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8 Subaditivnost indeksa sistema proizvoda

U ovom poglav	u dokazujemo subaditivnost indeksa koji je definisan u ovoj

disertaciji [12].

Za sisteme proizvoda E nad unitalnom C∗-algebrom A i F nad unital-

nom C∗-algebrom B mo�emo posmatrati spo	ax�i tenzorski proizvod E ⊗ F
kao sistem proizvoda nad A ⊗ B gde je spo	ax�i tenzorski proizvod Et ⊗ Ft
Hilbertov modul nad A ⊗ B (prostorni tenzorski proizvod C∗-algebri). Ovo

je direktno uopxte�e tenzorskog proizvoda u kategoriji Arvesonovih sistema

proizvoda.

Primedba 8.1. Spo	ax�i tenzorski proizvod Et⊗Ft nastaje kompletira�em
odgovaraju�eg algebarskog tenzorskog proizvoda u odnosu na skalarni proizvod

〈xt ⊗ x′t, yt ⊗ y′t〉 = 〈xt, yt〉 ⊗ 〈x′t, y′t〉 ∈ A ⊗ B. (Primetimo razliku u odnosu na

unutrax�i tenzorski proizvod (Definicija 4.1 (a)).

Ukoliko je x = (xt)t≥0 jedinica u E, y = (yt)t≥0 jedinica u F , onda je

x⊗ y = (xt ⊗ yt)t≥0

jedinica u E ⊗ F . Odgovaraju�a polugrupa (raqunata na elementarnim ten-

zorima) je

〈xt ⊗ x′t, (a⊗ b)(yt ⊗ y′t)〉 = 〈xt, ayt〉 ⊗ 〈x′t, by′t〉

i neprekidnost je oqigledna. Dakle, postoji preslikava�e

UE × UF → UE⊗F .

Ako su ω i ω′ referentne jedinice u E i F , onda je prirodno uzeti ω ⊗ ω′ za
referentnu jedinicu u E ⊗ F .

Stav 8.2. Neka su 1 i 1′ jedinice u A i B. Tada za sve a ∈ A, b ∈ B, x, y ∈ UE
i x′, y′ ∈ UF va�i:

1. Lx⊗x′,y⊗y′(a⊗ b) = a⊗ Lx′,y′(b) + Lx,y(a)⊗ b - Lajbnicovo pravilo;

2. 〈x⊗ x′, y ⊗ y′〉1⊗1′ = 1 ⊗ 〈x′, y′〉1′ + 〈x, y〉1 ⊗ 1′, gde su skalarni proizvodi

redom u UE⊗F , UF i UE;
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3. (x⊗ ω′) · (α⊗ 1′) = (x · α)⊗ ω′ (α ∈ A),

(ω ⊗ y) · (1⊗ β) = ω ⊗ (y · β) (β ∈ B),

gde · predstav	a mno�e�e elementima odgovaraju�ih C∗-algebri u mo-

dulima UE⊗F , UE i UF ;

4. x⊗ y = x⊗ ω′ + ω ⊗ y, gde je sabira�e u modulu UE⊗F ;

5. (x⊗ ω′) · (1⊗ β) = (1⊗ β) · (x⊗ ω′) (β ∈ B),

(ω ⊗ y) · (α⊗ 1′) = (α⊗ 1′) · (ω ⊗ y) (α ∈ A);

6. 〈x⊗ ω′, ω ⊗ y〉1⊗1′ = 0.

Dokaz. (1) Direktni raqun;

(2) Sledi na osnovu (1) i definicije skalarnog proizvoda (6.6);

(3) Koriste�i (1), (6.3) i (6.4), posle direktnog raquna zak	uqujemo da su

sva qetiri slede�a izraza

L(x⊗ω′)·(α⊗1′),(x⊗ω′)·(α⊗1′)(a⊗ b), L(x⊗ω′)·(α⊗1′),x·α⊗ω′(a⊗ b),

Lx·α⊗ω′,(x⊗ω′)·(α⊗1′)(a⊗ b), Lx·α⊗ω′,x·α⊗ω′(a⊗ b)

jednaka izrazu

a⊗ Lω′,ω′(b) + (α∗Lx,x(a)α + α∗Lx,ω(a)(1− α)+

+ (1− α∗)Lω,x(a)α + (1− α∗)Lω,ω(a)(1− α))⊗ b.

Na osnovu toga, Leme 5.5 i Primedbe 5.6 dobijamo prvu jednakost. Druga se

dobija sliqno.

(4) Nakon nekoliko koraka dobijamo

Lx⊗ω′+ω⊗y,x⊗ω′+ω⊗y(a⊗ b) = Lx⊗ω′+ω⊗y,x⊗y(a⊗ b) = Lx⊗y,x⊗ω′+ω⊗y(a⊗ b) =

= Lx⊗y,x⊗y(a⊗ b) = a⊗ Ly,y(b) + Lx,x(a)⊗ b;

(5) Prema (1), (6.3) i (6.4) dobijamo da su sva qetiri slede�a izraza

L(x⊗ω′)·(1⊗β),(x⊗ω′)·(1⊗β)(a⊗ b), L(x⊗ω′)·(1⊗β),(1⊗β)·(x⊗ω′)(a⊗ b),

L(1⊗β)·(x⊗ω′),(x⊗ω′)·(1⊗β)(a⊗ b), L(1⊗β)·(x⊗ω′),(1⊗β)·(x⊗ω′)(a⊗ b)
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jednaka izrazu

a⊗ Lω′,ω′(b) + Lx,x(a)⊗ β∗bβ + Lω,x(a)⊗ (1′ − β∗)bβ+

Lx,ω(a)⊗ β∗b(1′ − β) + Lω,ω(a)⊗ (1′ − β∗)b(1− β);

(6) Sledi na osnovu (2).

Primedba 8.3. U opxtem sluqaju, (x⊗ y) · (α⊗ β) 6= (x · α)⊗ (y · β) pa, prema

tome, ind(E ⊗ F ) ne mo�e biti tenzorski proizvod indE i indF .

Stav 8.4. Preslikava�e

T : (indE ⊗ B)⊕ (A⊗ indF )→ ind(E ⊗ F ),

definisano na elementarnim tenzorima gustog podskupa (UE/∼ ⊗ B) ⊕
(A⊗ UF/∼) kao

T ([x]⊗ β, α⊗ [y]) = [(x⊗ ω′) · (1⊗ β) + (α⊗ 1′) · (ω ⊗ y)],

je homomorfizam modula i izometriqko utapa�e.

Dokaz. Prvo, na osnovu Stava 8.2 (delovi (6), (5) i (2)), za z = (x ⊗ ω′) · (1 ⊗
β) + (α⊗ 1′) · (ω ⊗ y) va�i

〈z, z〉1⊗1′ = 〈x, x〉1 ⊗ β
∗β + α∗α⊗ 〈y, y〉1′ =

= 〈(x⊗ β, α⊗ y), (x⊗ β, α⊗ y)〉 .
(8.1)

Preslikava�e T je dobro definisano. Zaista, ako je x ∼ x1, onda va�i

(x⊗ ω′) · (1⊗ β) ∼ (x1⊗ ω′) · (1⊗ β) jer se mo�e pokazati da je �ihova razlika,

skalarno pomno�ena sama sa sobom, jednaka nuli. Sliqno je i za y ∼ y1.

Aditivnost je oqigledna.

Za desno mno�e�e, koriste�i Stav 8.2 (delovi (3) i (5)), dobijamo

T (([x]⊗ β, α⊗ [y]) · (a⊗ b)) =T ([x · a]⊗ βb, αa⊗ [y · b]) =

=[(x⊗ ω′) · (a⊗ βb) + (ω ⊗ y) · (αa⊗ b)] =

=T ([x]⊗ β, α⊗ [y]) · (a⊗ b)
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i sliqno za levo mno�e�e.

Konaqno, na osnovu (8.1) sledi da je T izometrija, dakle, utapa�e.

Primedba 8.5. U sluqaju Arvesonovih sistema proizvoda (A = B = C), dobi-
jeno utapa�e je zapravo izomorfizam na osnovu Teoreme 2.9 i Posledice 2.10

gde je pokazano da je bilo koja jedinica z ∈ UE⊗F oblika z = x ⊗ y za neke

jedinice x ∈ UE i y ∈ UF . Me�utim, gotovo svaki bitan korak u dokazu ne

va�i u opxtem sluqaju. Prema tome, trebalo bi na�i potpuno drugaqiji dokaz

ili odgovaraju�i kontraprimer.
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9 (Pot)prostorni sistemi proizvoda

U ovom poglav	u dokazujemo da se indeks prostornog ili potprostornog sis-

tema proizvoda mo�e preciznije opisati. Naime, relacije ∼ i ≈ se podudaraju,

U se mo�e rekonstruisati pomo�u ind(E) kao U ∼= B ⊕ ind(E) i konaqno, kom-

pletira�e u Definiciji 6.4 nije neophodno. (Videti [12]).

Podsetimo se definicije prostornog sistema proizvoda (Definicija 4.7)

i navedimo definiciju potprostornog sistema proizvoda.

Definicija 9.1. Prostorni sistem proizvoda je sistem proizvoda koji sadr-

�i centralnu unitalnu jedinicu. Sistem proizvoda je potprostorni ako se

mo�e utopiti u neki prostorni sistem proizvoda.

Primedba 9.2. Skajde je okarakterisao prostorne sisteme proizvoda gener-

isane jedinicama kao vremenski ure�ene Fokove module (Poglav	e 10, izme�u

Primera 10.1 i Primera 10.2).

Primedba 9.3. Podse�a�a radi, jedinica ω je centralna ako i samo ako va�i

bωt = ωtb za svako b ∈ B i svako t ≥ 0. Takva jedinica ne mora da postoji

(Primer 10.3). Me�utim, ukoliko je prisutna, na osnovu �enih osobina mo�e

se dobiti mnogo interesantnih rezultata.

Na osnovu Leme 5.7, dovo	no je pretpostaviti da sistem proizvoda ima

centralnu neprekidnu jedinicu umesto centralnu unitalnu jedinicu.

Potprostorni sistem proizvoda ne mora biti i prostorni (videti [7, Poglav-

	e 3]). Obrnuto je trivijalno ispu�eno.

Tokom ovog poglav	a pretpostav	a se da je referentna jedinica ω cen-

tralna.

Slede�a lema predstav	a najva�nije svojstvo centralnih jedinica.

Lema 9.4. Ako je jedinica ω centralna, onda za sve b ∈ B i sve x ∈ U va�i

Lx,ω(b) = Lx,ω(1)b. (9.1)

Tako�e je Lω,x(b) = bLω,x(1).
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Dokaz. Ako je ω centralna, va�i

Lx,ω(b) = lim
t→0+

〈xt, bωt〉 − b
t

= lim
t→0+

〈xt, ωt〉 − 1

t
b = Lx,ω(1)b.

Tako�e,

Lω,x(b) = (Lx,ω(b∗))∗ = (Lx,ω(1)b∗)∗ = bLω,x(1).

Slede�i stav omogu�uje da se dokazane tvrd�e o prostornim sistemima

proizvoda mogu primeniti i na potprostorne sisteme proizvoda.

Stav 9.5. Neka je E potprostorni sistem proizvoda utop	en u prostorni

sistem proizvoda Ê sa centralnom jedinicom ω̂ i neka je ω bilo koja jedinica

u E. Tada je preslikava�e

Φ : UE → {x− ω | x ∈ UE} ⊆ UÊ, Φ(x) = x− ω

utapa�e. Oduzima�e je u UÊ, tj. Φ(x) = x− ω = x� ω̂ � (−ω).

Drugim reqima, UE je afini potprostor u UÊ.

Dokaz. Zaista,

Φ(x+ y) = Φ(x� y � (−ω)) = (x� y � (−ω)) � ω̂ � (−ω) =

= (x� ω̂ � (−ω)) � (y � ω̂ � (−ω)) � (−ω̂) = Φ(x) + Φ(y)

i

Φ(x · a) = Φ(xa� ω(1− a)) = (xa� ω(1− a)) � ω̂ � (−ω) =

(x� ω̂ � (−ω))a� ω̂(1− a) = Φ(x) · a

(sliqno i za Φ(a · x)). Konaqno, lako dobijamo

〈Φ(x),Φ(y)〉1 =

= Lx�ω̂�(−ω),y�ω̂�(−ω)(1)− Lx�ω̂�(−ω),ω̂(1)− Lω̂,y�ω̂�(−ω)(1) + Lω̂,ω̂(1) =

= 〈x, y〉1 .
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Naredni stav uspostav	a jednakost relacija ≈ (iz (6.5)) i ∼ (Definicija

6.4).

Stav 9.6. Neka je E potprostorni sistem proizvoda. Za relaciju ekvivalen-

cije ∼ iz Definicije 6.4 va�i:

x ∼ y ⇐⇒ x = yβ za neko β ∈ B.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je E prostorni sistem proizvoda i izaberimo

za referentnu jedinicu centralnu jedinicu ω.

Na osnovu Leme 5.5 va�i

x+ ωβ = xβ (9.2)

jer je Lx+ωβ ,ξ = Lxβ ,ξ, ξ ∈ U .

Ako je x = yβ za neko β ∈ B, onda je na osnovu (9.2)

〈x− y, x− y〉1 =
〈
ωβ, ωβ

〉
1

= 0,

tj. x ∼ y. (Upravo dokazan smer bi va�io i ako ω ne bi bila centralna jednica.)

Neka je 〈x, x〉1 = 0 i b je pozitivan element u B. Oznaqimo b̃ = b/‖b‖.
Element b̃ je pozitivan i va�i 1− b̃ ≥ 0. Prema Stavu 6.3 (7),

〈x, x〉b̃ ≤ 〈x, x〉1 (9.3)

pa je 〈x, x〉b̃ = 0. Na osnovu Koxi-Xvarcove nejednakosti (6.7), 〈x, y〉b̃ = 0 za

svako y ∈ U . Neka je β = Lω,ω(1)− Lω,x(1) ∈ B. Na osnovu (9.1) je

Lxβ ,y(b̃) = Lx,y(b̃) + β∗b̃ = Lx,y(b̃) + Lω,ω(b̃)− Lx,ω(b̃) = 〈x, y〉b̃ + Lω,y(b̃),

dakle, Lxβ ,y(b) = Lω,y(b). Kako je svaki element u B linearna kombinacija

najvixe qetiri pozitivna elementa, dobijamo Lxβ ,y = Lω,y. Koriste�i Lemu

5.5, zak	uqujemo xβ = ω.

Sada je jasno da ako je x ∼ y, tj. 〈x− y, x− y〉1 = 0, odmah sledi x− y = ωβ za

neko β ∈ B. Koriste�i (9.2), dobijamo

x = y + ωβ = yβ.

70



Ako je E potprostorni sistem proizvoda, on se mo�e utopiti u neki pro-

storni sistem proizvoda Ê koji sadr�i centralnu jedinicu ω̂.

Ako je x ∼ y, tada je oqigledno x− ω ∼ y− ω pa je, prema prethodnom delu,

x−ω = (y−ω)β za neko β ∈ B. Na osnovu Teoreme 6.2 je x−ω = yβ −ω, odakle
sledi x = yβ.

Ukoliko je x = yβ, sliqno kao u prethodnom delu mo�e se pokazati da je

x ∼ y.

Teorema 9.7. Ako je E potprostorni sistem proizvoda, onda je U/∼ Hilber-

tov B − B modul.

Dokaz. Jedino xto treba da poka�emo jeste da je U/∼ kompletan. Pretpostavi-
mo prvo da je E prostorni sistem proizvoda.

Neka je ([xn]) Koxijev niz u U/∼, tj. za svako 0 < ε ≤ 1 postoji n0 ∈ N takvo

da

‖[xn]− [xm]‖2 = ‖ 〈xn − xm, xn − xm〉1 ‖ < ε2 za m,n ≥ n0. (9.4)

Hteli bismo da poka�emo da je ([xn]) konvergentan niz. On je, naravno, ograni-

qen. Prvo dokazujemo da je (〈xn, xn〉b̃) Koxijev niz, gde je b̃ = b/‖b‖ i b proizvo-
	an pozitivan element u B. Za m,n ≥ n0, na osnovu (9.3) vidimo da je

‖ 〈xn, xn〉b̃ − 〈x
m, xm〉b̃ ‖ ≤

≤ ‖ 〈xn − xm, xn − xm〉b̃ ‖+ ‖ 〈xn − xm, xm〉b̃ ‖+ ‖ 〈xm, xn − xm〉b̃ ‖ ≤

≤ ‖ 〈xn − xm, xn − xm〉1 ‖+ 2
√
‖ 〈xn − xm, xn − xm〉1 ‖

√
‖ 〈xm, xm〉1 ‖ <

< ε2 + 2ε
√
‖ 〈xm, xm〉1 ‖ < ε const. (9.5)

Za predstavnika klase ekvivalencije [xn] izaberimo jedinicu (xn)βn , βn =

−Lω,xn(1) ∈ B i oznaqimo je sa xβn . Na osnovu (9.1) va�i Lξ,ω(b) = Lξ,ω(1)b.

Shodno tome je

Lω,xβn (b̃) = (Lxβn ,ω(b̃))∗ = (Lxn,ω(b̃) + (βn)∗b̃)∗ = ((Lxn,ω(1) + (βn)∗)b̃)∗ = 0

za n ∈ N. Sada zak	uqujemo da je

Lxβn ,xβn (b̃)− Lxβm ,xβm (b̃) = 〈xβn , xβn〉b̃ − 〈x
βm , xβm〉b̃ = 〈xn, xn〉b̃ − 〈x

m, xm〉b̃.
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(Posled�a jednakost sledi iz Stava 6.3 (5).)

Prema (9.5) va�i

‖(Lxβn ,xβn − Lxβm ,xβm )(b)‖ < ε const‖b‖, (9.6)

za svaki pozitivan element b. Kako je svaki element iz B linearna kombinacija
najvixe qetiri pozitivna elementa, zak	uqujemo da je (Lxβn ,xβn ) Koxijev niz

u B(B), mno�e�i konstantu u (9.6) brojem 4 ako je potrebno. Dakle, (Lxβn ,xβn )

konvergira.

Za svako y ∈ U ,

〈y, xn − xm〉b̃ 〈x
n − xm, y〉b̃ ≤ ‖ 〈x

n − xm, xn − xm〉b̃ ‖ 〈y, y〉b̃ .

Prema (9.3) i (9.4) je ‖ 〈xn − xm, y〉b̃ ‖ < ε
√
‖ 〈y, y〉1 ‖. Na osnovu toga vidimo da

va�i

‖(Lxβn ,y − Lxβm ,y)(b)‖ < ε
√
‖ 〈y, y〉1 ‖‖b‖,

za svaki pozitivan element b ∈ B. Kao i malopre, dobijamo da je (Lxβn ,y) Koxi-
jev niz u B(B) pa, prema tome, konvergira. Xtavixe, on zadovo	ava Koxijev

uslov ravnomerno po svim y za koje va�i ‖ 〈y, y〉1 ‖ ≤ 1.

Dakle, postoje K, Ky ∈ B(B) takvi da

lim
n→+∞

‖Lxβn ,xβn −K‖ = 0, (9.7)

lim
n→+∞

‖Lxβn ,y −Ky‖ = 0. (9.8)

Kako su ‖Lxβn ,xβn‖, ‖Lxβn ,y‖ ≤ const, za n ∈ N i ‖ 〈y, y〉1 ‖ ≤ 1, sume

+∞∑
m=0

tm(Lxβn ,xβn )m

m!
i

+∞∑
m=0

tm(Lxβn ,y)m

m!

ravnomerno konvergiraju po n ∈ N pa je, po Lebegovoj teoremi o dominantnoj

konvergenciji,
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lim
n→+∞

〈xβnt , •x
βn
t 〉 = lim

n→+∞
etL

xβn,xβn

= lim
n→+∞

+∞∑
m=0

tm(Lxβn ,xβn )m

m!
= etK ,

lim
n→+∞

〈xβnt , •yt〉 = lim
n→+∞

etL
xβn,y

= lim
n→+∞

+∞∑
m=0

tm(Lxβn ,y)m

m!
= etKy .

Prema tome,

lim
n→+∞

〈xβnt , •x
βn
t 〉 = idB + tK +O(t2), (9.9)

lim
n→+∞

〈xβnt , •yt〉 = idB + tKy +O(t2). (9.10)

Dakle, naxli smo jezgra graniqne vrednosti naxeg Koxijevog niza. Sada

bismo mogli odmah da primenimo Stav 5.1 koji bi nam obezbedio postoja�e

jedinice ut sa jezgrima K, Ky. Me�utim, ostaje pita�e da li ta jedinica

zadovo	ava uslove Stava 5.1 i, prema tome, pripada U . Zbog toga moramo da

na�emo drugi naqin da dobijemo ut.

Neka je ε > 0. Kako lim
n→+∞

〈xβnt , x
βn
t 〉 i lim

n→+∞
〈xβnt , yt〉 postoje u B (ravnomerno

po y, ‖ 〈y, y〉1 ‖ ≤ 1), postoje n1, n2 ∈ N takvi da

‖〈xβnt , x
βn
t 〉 − 〈x

βn1
t , x

βn1
t 〉‖ <

ε

2
, n ≥ n1, (9.11)

‖〈xβnt , yt〉 − 〈x
βn2
t , yt〉‖ <

ε

2
, n ≥ n2. (9.12)

Neka je n0 = max{n1, n2} i m,n ≥ n0. Na osnovu (9.11) i (9.12)

‖xβnt −x
βm
t ‖2

Et = ‖〈xβnt − x
βm
t , xβnt − x

βm
t 〉‖B =

=‖〈xβnt , x
βn
t 〉 − 〈x

βm
t , xβmt 〉+

+ 〈xβmt , xβmt − x
βn
t 〉+ 〈xβmt − x

βn
t , x

βm
t 〉‖ ≤

≤ ‖〈xβnt , x
βn
t 〉 − 〈x

βn0
t , x

βn0
t 〉‖+ ‖〈xβmt , xβmt 〉 − 〈x

βn0
t , x

βn0
t 〉‖+

+ 2‖〈xβmt , xβmt 〉 − 〈x
βn0
t , x

βn0
t 〉‖+ 2‖〈xβn0t , x

βn0
t 〉 − 〈x

βn0
t , xβnt 〉‖+

+ 2‖〈xβmt , xβnt 〉 − 〈x
βn0
t , xβnt 〉‖ < 8ε.

Odavde sledi da je (xβnt ) konvergentan niz u Hilbertovom B − B modulu Et.

Oznaqimo �egovu graniqnu vrednost
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lim
n→+∞

xβnt = ut ∈ Et. (9.13)

Na osnovu (9.9) i (9.10) dobijamo

〈ut, •ut〉 = idB + tK +O(t2),

〈ut, •yt〉 = idB + tKy +O(t2).

Da bismo zak	uqili da je ut jedinica, potrebno je samo da primenimo limes

(kad n→∞) na jednakost

xβnt ⊗ xβns = xβns+t.

Iz (9.7) i (9.8) vidimo da va�i

lim
n→+∞

‖〈xβn − u, xβn − u〉1‖ = 0,

tj.

lim
n→+∞

[xn] = [u]

u U/∼. Dakle, U/∼ je Hilbertov B − B modul.

Ukoliko je E potprostorni sistem proizvoda, mo�emo ga utopiti u pro-

storni sistem proizvoda Ê sa centralnom jedinicom ω, a onda primeniti pret-

hodni sluqaj. Jedino ostaje pita�e da li graniqna jedinica pripada E ≤ Ê.

Me�utim, potvrdan odgovor odmah sledi na osnovu (9.13).

Stav 9.8. Ako je E potprostorni sistem proizvoda, onda je U (algebarski)

izomorfno sa ind(E)⊕ B kao desni B-modul. Ako je E, pored toga, prostorni
sistem proizvoda, onda je U izomorfno sa ind(E)⊕ B kao dvostrani B-modul.

Dokaz. Mo�emo pretpostaviti da je ω unitalna jedinica. Na osnovu prethodne

teoreme i stava, mo�emo konstruisati kratak taqan niz Hilbertovih modula

0→ B i
↪→ U π→ ind(E)→ 0,
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gde je i(β) = ωβ i π je kanonska projekcija. Pokazujemo da se niz cepa tako xto

konstruixemo homomorfizam j : U → B

j(x) = (Lx,ω(1))∗ = Lω,x(1).

Ovo preslikava�e zadovo	ava

j(x+ y) = (Lx,ω(1) + Ly,ω(1)− Lω,ω(1))∗ = j(x) + j(y),

j(x · a) = (a∗Lx,ω(1) + (1− a∗)Lω,ω(1))∗ = j(x)a

jer je ω unitalna pa je Lω,ω(1) = 0.

Ako je ω jox i centralna jedinica, onda je

j(a · x) = (Lx,ω(a∗) + Lω,ω(1− a∗))∗ = (Lx,ω(1)a∗)∗ = aj(x)

jer va�i Lx,ω(a) = Lx,ω(1)a (Lema 9.4).

Na kraju, primetimo jox da je j ◦ i(β) = j(ωβ) = β.

Slede�a posledica je dokazana u [6, Teorema 3.5.2] pod dodatnom prepostav-

kom da je B fon Nojmanova algebra i, u punoj opxtosti, u [22, Teorema 5.2].

Ovde dajemo �en jednostavan dokaz.

Posledica 9.9. Neka je x neprekidna jedinica u nekom sistemu proizvoda E

nad B. Ako se E mo�e utopiti u neki prostorni sistem proizvoda, tada

generator potpuno pozitivno definitne polugrupe 〈xt, bxt〉 ima Kristensen-
Evansovu formu, odnosno

Lx,x(b) = 〈ζx, bζx〉+ β∗xb+ bβx,

gde je ζx element nekog dvostranog Hilbertovog B − B modula i βx ∈ B.
Xtavixe, generator od 〈xt, byt〉 ima formu

Lx,y(b) = 〈ζx, bζy〉+ β∗xb+ bβy.
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Dokaz. Neka E ≤ Ê i neka je ω centralna unitalna jedinica u Ê. Prema (6.4),

direktan raqun daje

〈x, b · y〉1 = Lx,b·y(1)− Lx,ω(1)− Lω,b·y(1) + Lω,ω(1) =

= (Lb·y,x(1))∗ − Lx,ω(1)− (Lb·y,ω(1))∗ + Lω,ω(1) =

= Lx,y(b)− Lx,ω(b)− Lω,y(b) + Lω,ω(b).

Koriste�i qi�enicu da je ω centralna i unitalna, dobijamo

Lx,ω(b) = Lx,ω(1)b = j(x)∗b,

Lω,y(b) = bLω,y(1) = bj(y),

Lω,ω(b) = 0,

gde je j preslikava�e iz Stava 9.8. Prema tome, va�i

Lx,y(b) = 〈x, b · y〉1 + j(x)∗b+ bj(y) = 〈[x], b[y]〉1 + j(x)∗b+ bj(y).
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10 Primeri, primedbe

Slede�i primer pokazuje da je indeks sistema proizvoda dvostranih Hilber-

tovih modula nad C∗-algebrom B, koji je definisan u Poglav	u 6, uopxte�e

pojma indeksa sistema proizvoda koji je uveo Arveson (u sluqaju B = C).
(Videti i Primedbu 6.11).

Primer 10.1. Neka je E Arvesonov sistem proizvoda, tj. sistem proizvoda

nad C. Tada je U/∼ izomorfno vektorskom prostoru dimenzije ind(E).

Zaista, kako svaki Arvesonov sistem proizvoda sadr�i jedinstveni mak-

simalni podsistem tipa I istog indeksa (sistem generisan svim jedinicama),

mo�emo pretpostaviti da je E generisan nekim neprekidnim skupom jedinica.

Arveson je dokazao ([2, Teorema 6.7.1, Stav 3.1.5] ) da je E izomorfno konkret-

nom sistemu proizvoda CCR toka ranga n = ind(E) koji deluje na B(eL
2((0,∞),K)),

gde jeK Hilbertov prostor dimenzije n. Prema Primeru 1.19, U/∼ = {[U ζ ], ζ ∈
K}, gde su U ζ jedinice definisane

U ζ
t (exp(f)) = exp(χ(0,t) ⊗ ζ + Stf), t ≥ 0, f ∈ L2((0,∞), K)

i (St) je xift-polugrupa indeksa n koja deluje na L2((0,∞), K) kao

Stf(x) =

f(x− t), x > t

0, 0 < x ≤ t.

Uzimaju�i jedinicu U0 za ω, vidimo da va�i

〈
[U ζ ], [Uη]

〉
1

=
〈
U ζ , Uη

〉
1

=

= LUζ ,Uη(1)− LUζ ,U0

(1)− LU0,Uη(1) + LU0,U0

(1) = 〈ζ, η〉K

jer je, na primer,

LUζ ,Uη(1) = lim
t→0

〈
U ζ
t , U

η
t

〉
− 1

t
= lim

t→0

etc(U
ζ ,Uη) − 1

t
= c(U ζ , Uη) = 〈ζ, η〉K ,

na osnovu (1.10) i (1.15).

Primetimo da va�i

〈
[U ζ+η]− [U ζ + Uη], [U ζ+η]− [U ζ + Uη]

〉
1

= 0
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i 〈
[Uaζ ]− [aU ζ ], [Uaζ ]− [aU ζ ]

〉
1

= 0, a ∈ C,

odakle dobijamo [U ζ+η] = [U ζ + Uη] i [Uaζ ] = [aU ζ ]. Prema tome, preslikava�e

K 3 ζ 7→ [U ζ ] ∈ U/∼ je izomorfizam.

Kako je vektorski prostor potpuno odre�en svojom dimenzijom (do na izo-

morfizam), mo�emo smatrati Hilbertov B − B modul ind(E) odgovaraju�im

uopxte�em indeksa.

Vremenski ure�eni Fokovi moduli

Vremenski ure�ene Fokove module prvi uvode Bat6 i Skajde u [9], kao os-

novne primere sistema proizvoda Hilbertovih modula, xto paralelno odgo-

vara tome da su simetriqni Fokovi prostori osnovni primeri Arvesonovih

sistema proizvoda Hilbertovih prostora. Deta	no izuqava�e vremenski ure-

�enih Fokovih modula sprovode Libxer i Skajde i rezultate prikazuju u [15].

Neprekidne jedinice vremenski ure�enog Fokovog modula su upravo eksponen-

cijalne jedinice i �ihove renormalizacije, xto odgovara sluqaju simetriqnih

Fokovih prostora, osim xto je sada renormalizacija jedinica znatno kom-

plikovanija zbog nekomutativnosti C∗-algebre B u opxtem sluqaju.

Neka je F Hilbertov B−B modul. Prostor L2(R+, F ) ima strukturu Hilber-

tovog B − B modula. Pun Fokov modul nad L2(R+, F ) je definisan kao

F(L2(R+, F )) =
∞⊕
n=0

L2(R+, F )
⊗n
,

gde je L2(R+, F )⊗0 = B i ω = 1 ∈ L2(R+, F )⊗0 predstav	a vakuum. Za n ∈ N je

L2(R+, F )⊗n = L2(Rn
+, F

⊗n).

Neka je ∆n karakteristiqna funkcija skupa

{(tn, . . . , t1) : tn > · · · > t1 ≥ 0} ⊂ Rn
+.

∆n deluje kao projektor na L2(Rn
+, F

⊗n) i ∆0 je identitet na vakuumu. Neka je

∆ =
∞⊕
n=0

∆n. Vremenski ure�en Fokov modul je dvostrani podmodul

IΓ(F ) = ∆F(L2(R+, F ))

6B. V. Rajarama Bhat
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u F(L2(R+, F )).

Neka je IΓt(F ) restrikcija IΓ(F ) na [0, t), tj. IΓt(F ) qine funkcije koje su na n-

tom nivou razliqite od nule samo na [0, t)n. Vremenski ure�eni Fokovi moduli

IΓt(F ) qine sistem proizvoda, zajedno sa izomorfizmima

ϕs,t : IΓs(F )⊗ IΓt(F )→ IΓs+t(F )

koji su definisani

[ϕs,t(Fs ⊗Gt)](sm, . . . , s1, tn, . . . , t1) = Fs(sm − t, . . . , s1 − t)⊗Gt(tn, . . . , t1),

za s+ t > sm > · · · > s1 ≥ t > tn > · · · > t1 ≥ 0 ([24, Teorema 7.1.3]).

IΓ⊗(F ) = (IΓt(F ))t∈R+ je vremenski ure�en sistem proizvoda nad F . On ima

centralnu unitalnu jedinicu ω = 1 (vakuum) pa je, prema tome, prostorni

sistem proizvoda. Me�utim, IΓ⊗(F ) ima jox mnogo drugih jedinica. U [15,

Teorema 3 i Teorema 6] dokazuje se da su sve neprekidne jedinice u IΓ⊗(F )

parametrizovane skupom F ×B. Jedinica koja odgovara ure�enom paru (ζ, β) je

u(ζ, β) = (ut(ζ, β))t∈R+ , gde je je n-ta komponenta u
n
t od ut(ζ, β) ∈ IΓt(F ) defini-

sana

unt (tn, . . . , t1) = e(t−tn)βζ ⊗ e(tn−tn−1)βζ ⊗ · · · ⊗ e(t2−t1)βζet1β

i u0
t = etβ je uniformno neprekidna polugrupa u B sa generatorom β ∈ B. Ako

se izaberu β = 0 i ζ ∈ F proizvo	no, dobijaju se eksponencijalne jedinice

u(ζ, 0) koje reskalira�em pomo�u polugrupe etβ (β ∈ B proizvo	no), daju sve

ostale neprekidne jedinice u(ζ, β).

Funkcija t 7→ ut ∈ IΓ(F ) i polugrupa K = (K(ζ,β),(ζ′,β′)
t ), gde

B 3 b 7→ K(ζ,β),(ζ′,β′)
t (b) = 〈ut(ζ, β), but(ζ

′, β′)〉 ,

su uniformno neprekidne. Generator L polugrupe K je

Lu(ζ,β),u(ζ′,β′)(b) = 〈ζ, bζ ′〉+ β∗b+ bβ′ (b ∈ B). (10.1)

Kao xto va�i za Arvesonov sistem proizvoda tipa I, vremenski ure�en

sistem proizvoda je generisan svojim eksponencijalnim jedinicama.

U [25, Teorema 6.3] Skajde pokazuje da za svaki prostorni sistem proizvoda

nad B postoji (jedinstveni do na dvostrani izomorfizam) Hilbertov B − B
modul F , takav da je maksimalan potpuno prostorni podsistem polaznog sis-
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tema proizvoda izomorfan sa IΓ⊗(F ). (Sistem proizvoda je potpuno prostorni

ako je generisan skupom jedinica koji sadr�i centralnu unitalnu jedinicu -

videti Definiciju 4.7). Zapravo, potpuno prostorni sistemi proizvoda Hil-

bertovih B − B modula su vremenski ure�eni. Hilbertov B − B modul F se

smatra indeksom prostornog sistema proizvoda.

Naredni primer govori o tome da indeks sistema proizvoda koji je defini-

san u Poglav	u 6, uopxtava pojam indeksa prostornih sistema proizvoda koji

je uveo Skajde [25].

Primer 10.2. Neka je F Hilbertov B − B modul. Tada je

ind(IΓ⊗(F )) ∼= F

kao Hilbertov B − B modul.

Uzimaju�i u obzir operacije u UIΓ⊗(F ) (definisane u Poglav	u 6) i upore-

�uju�i jezgra, zak	uqujemo da je preslikava�e

F × B 3 (ζ, β) 7→ u(ζ, β) ∈ UIΓ⊗(F )

(algebarski) izomorfizam modula, ukoliko izaberemo ω = u(0, 0).

Tako�e, lako se pokazuje da je

u(ζ, β)γ = u(ζ, β + γ). (10.2)

Naime, koriste�i (5.3) i (10.1) vidimo da za proizvo	no u(η, α) ∈ UIΓ⊗(F ) va�i

Lu(ζ,β)γ ,u(η,α)(b) = Lu(ζ,β),u(η,α)(b) + γ∗b = 〈ζ, bη〉+ β∗b+ bα + γ∗b,

Lu(ζ,β+γ),u(η,α)(b) = 〈ζ, bη〉+ β∗b+ γ∗b+ bα

i primena Leme 5.5 daje jednakost jedinica u (10.2). Prema tome,

UIΓ⊗(F )/∼ = {[u(ζ, 0)] | ζ ∈ F}

pa je ind(IΓ⊗(F )) ∼= F u algebarskom smislu.
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Na osnovu (10.1) vidimo da je

〈u(ζ, β), u(ζ ′, β′)〉1 = Lu(ζ,β),u(ζ′,β′)(1)− Lu(ζ,β),u(0,0)(1)−

− Lu(0,0),u(ζ′,β′)(1) + Lu(0,0),u(0,0)(1) = 〈ζ, ζ ′〉 .

Dakle, ind(IΓ⊗(F )) je izomorfan sa F kao dvostrani Hilbertov modul.

Sada sledi primer sistema proizvoda bez centralne jedinice.

Primer 10.3. U [6, Primer 4.2.4] dat je primer sistema proizvoda koji nema

nijednu centralnu jedinicu. Ovde navodimo deta	e i raqunamo indeks tog

sistema proizvoda.

Neka je B = K(G) + C1 (1 = idG) unitalizacija C∗-algebre kompaktnih

operatora na nekom beskonaqno dimenzionom Hilbertovom prostoru G i neka

je h ∈ B(G) samoadjungovani operator. Posmatramo Hilbertove B − B module

Bt = B kao desne Hilbertove B-module, zajedno sa levim mno�e�em

b · xt = eithbe−ithxt, b ∈ B.

Oni formiraju sistem proizvoda (Bt)t≥0 sa identifikacijom

xs ⊗ yt = eithxse
−ithyt.

Sistem proizvoda (Bt)t≥0 je generisan jedinicom 1t ≡ 1 pa je, prema tome, tipa

I. Tako�e, (Bt)t≥0 nema centralnu jedinicu ako i samo ako h /∈ B.

Za svaku centralnu jedinicu ξ = (ξt), ξt ∈ Bt mora da va�i

b · ξt = eithbe−ithξt = ξtb, tj. be−ithξt = e−ithξtb, b ∈ B.

Kako je centar algebre B trivijalan, e−ithξt je umno�ak identiqkog operatora

pa je ξt umno�ak od eith. Ako su ξt razliqiti od nule, oni mogu da se norma-

lizuju tako da bude ξt = eith. Sada sledi da h = −i ξt
dt
|t=0 pripada B. Dakle, ako

h /∈ B, onda sistem proizvoda (Bt)t≥0 nema centralnu jedinicu.

Izraqunajmo sada indeks sistema proizvoda (Bt)t≥0. Neka je ξt proizvo	na

neprekidna jedinica i neka je ξ′t = e−ithξt. Oqigledno, ξ
′
t je uniformno neprekid-
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na familija. Vidimo da va�i

ξ′s+t = e−i(s+t)hξs ⊗ ξt = e−i(s+t)heithξse
−ithξt = ξ′sξ

′
t.

Iz toga sledi da je ξ′t = etBξ za neki ograniqen operator Bξ na G. Neka je

Aξ = Bξ + ih. Sada dobijamo da je svaka neprekidna jedinica u (Bt)t≥0 oblika

ξt = eithet(Aξ−ih), (10.3)

za neko Aξ. Xtavixe, nalazimo da je

Aξ = lim
t→0+

[
eith − 1

t
et(Aξ−ih) +

et(Aξ−ih) − 1

t

]
= lim

t→0+

eithet(Aξ−ih) − 1

t
∈ B

jer posled�i razlomak pripada B i, kako su eksponencijalne funkcije analiti-
qke, konvergencija je ravnomerna.

Izaberimo jedinicu ω za koju je Aω = 0. Prema (10.3), ωt = 1.

Za proizvo	ne ξ, η ∈ U i b ∈ B va�i

〈ξt, b · ηt〉 =
〈
eithet(Aξ−ih), eithbe−itheithet(Aη−ih)

〉
=

= (eithet(Aξ−ih))∗eithbet(Aη−ih) = et(A
∗
ξ+ih)bet(Aη−ih).

Na osnovu toga dobijamo

Lξ,η(b) = lim
t→0

et(A
∗
ξ+ih)bet(Aη−ih) − b

t
=

= lim
t→0

et(A
∗
ξ+ih)b(et(Aη−ih) − 1) + (et(A

∗
ξ+ih) − 1)b

t
= b(Aη − ih) + (A∗ξ + ih)b.

Prema tome je

〈[ξ], [η]〉1 = 〈ξ, η〉1 = Lξ,η(1)− Lξ,ω(1)− Lω,η(1) + Lω,ω(1) = 0,

za sve [ξ], [η] ∈ U/∼. Dakle, U/∼ = {0}.

Primedba 10.4. Upravo pomenuti primer pokazuje da sistemi proizvoda, qak

iako su tipa I, ne mogu biti klasifikovani na osnovu indeksa. Naime, za

h ∈ B sistem prizvoda iz tog primera ima centralnu jedinicu, dok je za h /∈ B
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nema. Prema tome, takvi sistemi proizvoda nisu izomorfni uprkos qi�enici

da imaju isti indeks.
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11 Sistemi inkluzija Hilbertovih modula

U ovom poglav	u uopxtavamo pojam sistema inkluzija Hilbertovih prostora

koji je definisan u [8], tako xto posmatramo sistem inkluzija dvostranih

Hilbertovih modula i pokazujemo da, u odre�enim sluqajevima, neke od oso-

bina ostaju da va�e [31].

Sistemi inkluzija Hilbertovih prostora su parametarske familije Hil-

bertovih prostora, sliqne sistemima proizvoda, sa razlikom u tome xto su

unitarna preslikava�a koja povezuju odgovaraju�e Hilbertove prostore zame-

�ena izometrijama. Zapravo, ovi objekti su dosta prisutni u samoj teoriji

sistema proizvoda. Pridru�iva�e sistema proizvoda CP-polugrupama se ost-

varuje tako xto se prvo formira odre�eni sistem inkluzija, a potom se, pomo�u

tehnike induktivnih limesa, dobija sistem proizvoda (deta	i se mogu videti

u [9]). U [8] su definisani sistemi inkluzija Hilbertovih prostora i upotre-

b	ena je suxtina pomenutog postupka (iz [9]) da se doka�e da svaki sistem

inkluzija indukuje sistem proizvoda delova�em induktivnih limesa. Tako�e

je istaknuto da se glavne osobine sistema proizvoda, kao xto su npr. postoja�e

jedinica i struktura morfizama, mogu videti na nivou sistema inkluzija.

O sistemima inkluzija se, otprilike u isto vreme, govori u [20], ali pod

nazivom "sistemi potproizvoda". Razmatra se �ihova opxta teorija i, tako�e,

veza sa potpuno pozitivnim (CP) polugrupama. S obzirom na to da postoji

opasnost od zabune me�u terminima "sistemi potproizvoda" i "podsistemi

proizvoda", koristimo termin "sistemi inkluzija".

U ci	u uopxte�a pojma sistema inkluzija Hilbertovih prostora i dobi-

ja�a nekih sliqnih rezultata u tom opxtijem sluqaju, posmatramo sisteme

inkluzija dvostranih Hilbertovih modula nad C∗-algebrom kompaktnih ope-

ratora na nekom Hilbertovom prostoru H, tj. nad B = K(H). Poznato je

da svaki ograniqen B-linearan operator na Hilbertovom B-modulu ima ad-

jungovani operator (sledi iz [17], [11]).

C∗-algebra B nije unitalna osim u sluqaju kada je H konaqne dimenzije.

Tokom ovog poglav	a, C∗-algebru B = K(H) zovemo matriqna algebra ukoliko

je Hilbertov prostor H konaqne dimenzije.
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Definicija 11.1. H∗-algebra I je Banahova algebra I sa involucijom x 7→ x∗

koja je ujedno i Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom (·, ·) : I × I → C
za koji va�i

(xy, z) = (y, x∗z) = (x, zy∗), x, y, z ∈ I.

Primer 11.2. Ideal Hilbert-Xmitovih operatora na Hilbertovom prostoru

H, u oznaci C2, je H
∗-algebra gde je skalarni proizvod (·, ·)→ C definisan sa

(A,B) = tr(A∗B), A,B ∈ C2.

Definicija HilbertovogH∗-modula nadH∗-algebrom I (videti [4]) u sluqaju
kada je I = C2 je

Definicija 11.3. Hilbertov C2-modulW je desni C2-modul snabdeven skalar-

nim proizvodom 〈·, ·〉 : W × W → C1 (C1 je ideal nuklearnih operatora na

Hilbertovom prostoru H) za koji va�i:

1. 〈x, αy〉 = α 〈x, y〉, α ∈ C, x, y ∈ W ;

2. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 , x, y, z ∈ W ;

3. 〈x, ya〉 = 〈x, y〉 a, a ∈ C2, x, y ∈ W ;

4. 〈x, y〉∗ = 〈y, x〉 , x, y ∈ W ;

5. ∀x ∈ W (x 6= 0) ∃a ∈ C2 (a 6= 0) tako da va�i 〈x, x〉 = a∗a;

6. W je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom (x, y) = tr(〈x, y〉).

U [5], Damir Baki� i Boris Gu	ax opisuju Hilbertove C∗-module nad C∗-

algebrom kompaktnih operatora na nekom Hilbertovom prostoru. Ti rezultati

su navedeni u Stavu 1 pomenutog rada i u komentarima koji mu prethode. Ovde

ih citiramo u Stavu 11.4 i neposredno pre �ega.

Neka je E proizvo	an Hilbertov C∗-modul nad C∗-algebrom svih kompakt-

nih operatora na nekom Hilbertovom prostoru H (videti Definiciju 3.1).

Neka je

E0
C2 = L(EC2)

linearni omotaq skupa EC2 = {xa, x ∈ E, a ∈ C2}. Oqigledno, E0
C2 je podmodul

u E i u isto vreme je (desni) modul nad H∗-algebrom C2. Skalarni proizvod
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u E, prime�en na elemente iz E0
C2 , ima vrednost u C1. Na osnovu toga, E0

C2 je

snabdeveno skalarnim proizvodom (·, ·) = tr(〈·, ·〉). Oznaqimo normu indukovanu
ovim skalarnim proizvodom:

‖x‖2
C2 = tr(〈x, x〉), x ∈ E0

C2 .

Sada je jasno da va�i

‖x‖ ≤ ‖x‖C2 , x ∈ E0
C2 ,

gde je ‖ · ‖ norma u Hilbertovom C∗-modulu E.

Stav 11.4. Neka je E Hilbertov C∗-modul nad C∗-algebrom B = K(H), za neki

Hilbertov prostor H. Tada postoji Hilbertov H∗-modul

EC2 = E0
C2
C2 ⊂ E

nad H∗-algebrom C2 ⊂ K(H), sa normom ‖x‖2
C2 = tr(〈x, x〉). Za sve x ∈ EC2 va�i

‖x‖ ≤ ‖x‖C2. Podmodul EC2 je gust u E u odnosu na normu ‖ · ‖ iz E.

Primedba 11.5. Skalarni proizvod (·, ·) = tr(〈·, ·〉) snabdeva Hilbertov H∗-

modul EC2 strukturom Hilbertovog prostora.

11.1 Sistemi inkluzija i generisani sistemi proizvoda

Ovde navodimo definiciju sistema inkluzija dvostranih Hilbertovih modula

nad B i pokazujemo kako svaki sistem inkluzija generixe odgovaraju�i sistem

proizvoda pomo�u induktivnih limesa. Ta tehnika se ne razlikuje bitno od

one prikazane u [8].

Definicija 11.6. Sistem inkluzija (E, β) je familija Hilbertovih B − B
modula E = {Et, t > 0}, zajedno sa familijom dvostranih (B − B linearnih)

izometrija

βs,t : Es+t → Es ⊗ Et, s, t > 0, (11.1)

takvih da va�i

(βr,s ⊗ IEt)βr+s,t = (IEr ⊗ βs,t)βr,s+t.

Tenzorski proizvod u (11.1) je unutrax�i tenzorski proizvod (videti Defini-

ciju 4.1 (a)). (E, β) je sistem proizvoda ako su sva preslikava�a βs,t unitarna.

86



Neka je (E, β) sistem inkluzija. Za t > 0, skup podela intervala (0, t), u

oznaci Jt, definisan je

Jt = {(tn, tn−1, . . . , t1)| ti > 0, t1 + · · ·+ tn = t, n ∈ N}.

Za svako t = (tn, tn−1, . . . , t1) ∈ Jt, du�ina se definixe kao |t| := t1 + · · ·+tn = t.

Za s = (sm, sm−1, . . . , s1) ∈ Js i t = (tn, tn−1, . . . t1) ∈ Jt, definixe se zajed-
niqki par s^ t ∈ Js+t kao

s^ t = (sm, sm−1, . . . , s1, tn, tn−1, . . . , t1) ∈ Js+t.

(Ovu operaciju mo�emo nazvati operacija nadoveziva�a podela.) Na skupu

Jt postoji parcijalno ure�e�e: t ≥ s = (sm, sm−1, . . . , s1) ako za svako i ∈
{1, 2, . . . ,m} postoji (jedinstveno) si ∈ Jsi takvo da je

t = sm ^ sm−1 ^ · · ·^ s1.

Za t = (tn, tn−1, . . . , t1) ∈ Jt, definixemo

Et = Etn ⊗ Etn−1 ⊗ · · · ⊗ Et1 .

Za s = (sm, sm−1, . . . , s1) ≤ t = sm ^ sm−1 ^ · · · ^ s1 ∈ Jt, definixe se

βt,s : Es → Et na slede�i naqin:

βt,s = βsm,sm ⊗ βsm−1,sm−1 ⊗ · · · ⊗ βs1,s1 , (11.2)

gde je βs,s : Es → Es definisano induktivno kao

βs,s = IEs ,

a za s = (sm, sm−1, . . . , s1) ∈ Js,

βs,s = (βsm,sm−1 ⊗ I)(βsm+sm−1,sm−2 ⊗ I) . . . (βsm+···+s3,s2 ⊗ I)βsm+···+s2,s1 . (11.3)

Lema 11.7. Za t > 0 posmatrajmo parcijalno ure�en skup Jt koji je upravo

definisan. Familija (Et)t∈Jt, zajedno sa familijom preslikava�a (βt,s)s≤t, je

induktivni sistem dvostranih Hilbertovih B−B modula u smislu da va�i
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1. βs,s = IEs , s ∈ Jt;

2. βt,sβs,r = βt,r, r ≤ s ≤ t ∈ Jt.

Dokaz. Jedino je (2) potrebno dokazati.

Neka su r = (rn, . . . , r1), s = rn ^ · · · ^ r1, gde ri = (riki , . . . , ri1), 1 ≤ i ≤ n.

Dakle,

t = (rnkn ^ · · ·^ rn1) ^ (r(n−1)kn−1 ^ · · ·^ r(n−1)1) ^ · · ·

· · ·^ (r1k1 ^ · · ·^ r11).

Sada je

βt,sβs,r = βt,s(βrn,rn ⊗ · · · ⊗ βr1,r1) =

= [βrnkn ,rnkn ⊗ βrnkn−1
,rnkn−1

⊗ · · · ⊗ βrn1,rn1 ⊗ · · · ⊗ βr1k1 ,r1k1 ⊗ · · · ⊗ βr11,r11 ]

(βrn,rn ⊗ · · · ⊗ βr1,r1) =

= [β(rnkn^···^rn1),rn ⊗ β(r(n−1)kn−1
^···^r(n−1)1),rn−1 ⊗ · · · ⊗ β(r1k1^···^r11),r1 ]

(βrn,rn ⊗ · · · ⊗ βr1,r1) =

= β(rnkn^···^rn1),rn ⊗ β(r(n−1)kn−1
^···^r(n−1)1),rn−1 ⊗ · · · ⊗ β(r1k1^···^r11),r1 =

= βt,r.

Teorema 11.8. Neka je (E, β) sistem inkluzija (Definicija 11.6), gde je B
matriqna algebra. Za svako t > 0, neka je

Et = indlim
s∈Jt

Es

induktivni limes familije (Es)s∈Jt nad Jt. Familija E = {Et| t > 0} ima
strukturu sistema proizvoda Hilbertovih modula.

Primedba 11.9. Podsetimo se osnovnih osobina konstrukcije induktivnog

limesa:

1. Postoje kanonske izometrije is : Es → Et koje zadovo	avaju isβs,r = ir za

r, s ∈ Jt, r ≤ s.

2. Za t > 0, Et = span{is(a) : a ∈ Es, s ∈ Jt}.
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3. Univerzalno svojstvo: Za dati dvostrani Hilbertov B − B modul J i

izometrije js : Es → J takve da va�i jsβs,r = jr za sve r ≤ s, postoji taqno

jedna izometrija j : Et → J takva da je js = jis za sve s ∈ Jt.

4. Neka K ⊂ Jt ima slede�e svojstvo: Za sve s ∈ Jt postoji t ∈ K takvo da

je s ≤ t. Tada skup K nasle�uje ure�e�e iz Jt i K ↪→ Jt je kofinalna

funkcija. Va�i indlim
s∈Jt

Es = indlim
s∈K

Es.

Dokaz. Na osnovu [9, Stav A.10], Et je Hilbertov B − B modul. Tako�e, prema

[9, Primedba A.7], svako is : Es → Et, s ∈ Jt, je dvostrana izometrija.

Za s, t > 0 definixe se skup Js ^ Jt = {s ^ t| s ∈ Js, t ∈ Jt}. Za bilo

koji element r ∈ Js+t, postoje s ∈ Js i t ∈ Jt takvi da je s ^ t ≥ r. Kako je

Js ^ Jt ⊂ Js+t, prema svojstvu (4) konstrukcije induktivnog limesa va�i

Es+t = indlim
r∈Js+t

Er = indlim
s^t∈Js^Jt

Es^t = indlim
s^t∈Js^Jt

Es ⊗ Et.

Za s ∈ Js, t ∈ Jt posmatrajmo preslikava�e is ⊗ it : Es^t → Es ⊗ Et, gde su
is : Es → Es, it : Et → Et kanonske izometrije. Primetimo da iz

s′ ^ t′ ≤ s^ t ∈ Js ^ Jt sledi s′ ≤ s, t′ ≤ t.

Sada, kako je βs^t,s′^t′ = βs,s′ ⊗ βt,t′ , vidimo da va�i

(is ⊗ it)βs^t,s′^t′ = isβs,s′ ⊗ itβt,t′ = is′ ⊗ it′ .

Na osnovu univerzalnog svojstva zak	uqujemo da postoji jedinstvena izome-

trija

Bs,t : Es+t → Es ⊗ Et, takva da Bs,tis^t = is ⊗ it. (11.4)

Na osnovu osobine (2) konstrukcije induktivnog limesa, jasno je da je Bs,t uni-

tarno preslikava�e.

Na kraju, da bismo dobili jox (Br,s ⊗ IEt)Br+s,t = (IEr ⊗Bs,t)Br,s+t, dovo	no

je da posmatramo vektore oblika ir^s^t(x ⊗ y ⊗ z), x ∈ Er, y ∈ Es, z ∈ Et.

Vidimo da va�i

(Br,s ⊗ IEt)Br+s,tir^s^t(x⊗ y ⊗ z) = (Br,s ⊗ IEt)(ir^s(x⊗ y)⊗ it(z)) =
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= Br,sir^s(x⊗ y)⊗ it(z) = ir(x)⊗ is(y)⊗ it(z),

i, sa druge strane,

(IEr ⊗Bs,t)Br,s+tir^s^t(x⊗ y ⊗ z) = (IEr ⊗Bs,t)(ir(x)⊗ is^t(y ⊗ z)) =

= ir(x)⊗ is(y)⊗ it(z).

Definicija 11.10. Sistem proizvoda (E , B) koji je konstruisan u prethodnoj

teoremi se zove sistem proizvoda generisan sistemom inkluzija (E, β).

Primedba 11.11. Ako je (E, β) ve� sistem proizvoda, onda on generixe sam

sebe.

11.2 Jedinice sistema inkluzija

U ovom potpoglav	u govorimo o morfizmima izme�u sistema inkluzija i o je-

dinicama sistema inkluzija.

Definicija 11.12. Neka su (E, β) i (F, γ) sistemi inkluzija. Neka je C =

(Ct)t>0 familija dvostranih preslikava�a Ct : Et → Ft, takva da postoji p ∈ R
za koje va�i ‖Ct‖ ≤ etp, za svako t > 0.

C je slab morfizam (ili samo morfizam) ako

Cs+t = γ∗s,t(Cs ⊗ Ct)βs,t, s, t > 0;

C je jak morfizam ako

γs,tCs+t = (Cs ⊗ Ct)βs,t, s, t > 0.

Primedba 11.13. Svaki jak morfizam je ujedno i slab morfizam, dok obrnuto

ne mora da va�i. Tako�e, ova dva pojma su jednaka u sluqaju sistema proizvoda

jer su preslikava�a γs,t unitarna.
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Definicija 11.14. Neka je (E, β) sistem inkluzija. Neka je ξ = (ξt)t>0 fami-

lija vektora za koju va�i:

1. Za sve t > 0, ξt ∈ Et;

2. Postoji p ∈ R takvo da je ‖ξt‖ ≤ etp za sve t > 0;

3. Za neko t > 0, ξt 6= 0.

Ka�emo da je ξ slaba jedinica (ili samo jedinica) ako je

ξs+t = β∗s,t(ξs ⊗ ξt), s, t > 0;

Ka�emo da je ξ jaka jedinica ako je

βs,tξs+t = ξs ⊗ ξt, s, t > 0.

Primedba 11.15. Svaka jaka jedinica je ujedno i slaba, dok obrnuto ne mora

da va�i. U sluqaju sistema proizvoda, jake i slabe jedinice se poklapaju.

11.3 Izomorfizam izme�u jedinica sistema inkluzija i

jedinica generisanog sistema proizvoda

Neka je B matriqna algebra. Neka je (E , B) sistem proizvoda generisan siste-

mom inkluzija (E, β) i neka je ξ = (ξt) jedinica u (E, β) za koju postoji p ∈ R
tako da je ‖ξt‖ ≤ etp za svako t > 0.

Neka je t > 0. Definixemo

Es 3 ξs = ξsm ⊗ ξsm−1 ⊗ · · · ⊗ ξs1 , s = (sm, sm−1, . . . , s1) ∈ Jt.

Za sve s ≤ t, na osnovu definicije preslikava�a βt,s (11.2), vidimo da je

ξs = β∗t,sξt. (11.5)

Lema 11.16. Za b ∈ B, (itξtb)t∈Jt je konvergentna familija u Et.

Dokaz. Za t ≥ s ∈ Jt va�i

〈ξt, ξt〉 − 〈ξs, ξs〉 = 〈ξt, ξt〉 −
〈
β∗t,sξt, β

∗
t,sξt
〉

= 〈ξt, ξt〉 −
〈
ξt, βt,sβ

∗
t,sξt
〉

=
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=
〈
ξt, (IEt − βt,sβ∗t,s)ξt

〉
≥ 0

jer je βt,sβ
∗
t,s : Et → Et projektor ([24, Definicija 1.5.4]).

Dakle, vidimo da je 〈ξt, ξt〉t∈Jt rastu�a familija samoadjungovanih opera-

tora u B koja je uniformno ograniqena (‖ 〈ξt, ξt〉 ‖ ≤ e2tp) i, prema tome, jako

konvergira u B, a time i uniformno (B je algebra ograniqenih operatora na

konaqno dimenzionom Hilbertovom prostoru).

Za t ≥ s ∈ Jt, koriste�i (11.5) i jednakost is = itβt,s, dobijamo

‖itξtb− isξsb‖2 = ‖ 〈itξtb− isξsb, itξtb− isξsb〉 ‖ =

= ‖ 〈itξtb, itξtb〉 − 〈itξtb, isξsb〉 − 〈isξsb, itξtb〉+ 〈isξsb, isξsb〉 ‖ =

= ‖b∗ 〈itξt, itξt〉 b− b∗ 〈itξt, isξs〉 b− b∗ 〈isξs, itξt〉 b+ b∗ 〈isξs, isξs〉 b‖ =

= ‖b∗ 〈ξt, ξt〉 b− b∗ 〈ξs, ξs〉 b− b∗ 〈ξs, ξs〉 b+ b∗ 〈ξs, ξs〉 b‖ =

= ‖b∗ 〈ξt, ξt〉 b− b∗ 〈ξs, ξs〉 b‖.

Kako je b ∈ B kompaktan operator i familija 〈ξt, ξt〉t∈Jt konvergira u B, sledi
da (b∗ 〈ξt, ξt〉 b)t∈Jt konvergira u B. Na osnovu toga je (itξtb)t∈Jt konvergentna

familija u Et.

Teorema 11.17. Neka je B matriqna algebra. Neka je (E, β) sistem inkluzija

i (E , B) sistem proizvoda �ime generisan.

1. Kanonsko prelikava�e i = (it), it : Et → Et, je izometriqki jak morfizam

ovih sistema inkluzija.

2. Preslikava�e i∗ = (i∗t ) je izomorfizam izme�u jedinica u (E , B) i je-

dinica u (E, β).

Dokaz. 1. Neka je s, t > 0. Tada je (s+ t) ≤ (s, t) ∈ Js+t pa je

i(s+t) = i(s,t)β(s,t),(s+t),

na osnovu osobine (1) konstrukcije induktivnog limesa (Primedba 11.9). Na

osnovu (11.3) je

is+t = i(s,t)βs,t

pa je

Bs,tis+t = Bs,ti(s,t)βs,t = (is ⊗ it)βs,t, ∀s, t > 0,
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prema (11.4). Dakle, i je jak morfizam.

2. Neka je η = (ηt) jedinica u (E , B). Prema tome, postoji a ∈ R takvo da

‖ηt‖ ≤ eta za sve t > 0. Tako�e, ‖i∗tηt‖ ≤ eta. Sada va�i

i∗s+tηs+t = i∗s+tB
∗
s,t(ηs ⊗ ηt) = [Bs,tis+t]

∗(ηs ⊗ ηt) = [(is ⊗ it)βs,t]∗(ηs ⊗ ηt) =

= (β∗s,t(i
∗
s ⊗ i∗t ))(ηs ⊗ ηt) = β∗s,t(i

∗
sηs ⊗ i∗tηt)

pa je i∗η = (i∗tηt) (slaba) jedinica u (E, β).

Kako je i jak morfizam, odmah sledi da je i∗ (slab) morfizam.

Za s = (sm, sm−1, . . . , s1) ∈ Jt,

Es = Esm ⊗ Esm−1 ⊗ · · · ⊗ Es1 .

Neka je is : Es → Et kanonska izometrija. Sliqno kao u (11.3) definixu se

preslikava�a Bs,t : Et → Es i, ako iskoristimo (11.4), dobijamo

Bs,tis = ism ⊗ ism−1 ⊗ · · · ⊗ is1 . (11.6)

Za svaku jedinicu η = (ηt) u (E , B), definixemo

ηs = ηsm ⊗ · · · ⊗ ηs1 ∈ Es.

Tada je

B∗s,tηs = ηt. (11.7)

Injektivnost preslikava�a i∗:

Neka su η, ζ jedinice u (E , B) takve da va�i i∗tηt = i∗t ζt, za sve t > 0.

Neka je t > 0. Za svako s = (sm, sm−1, . . . , s1) ∈ Jt, prema (11.7) i (11.6) va�i

i∗sηt = i∗sB
∗
s,tηs = (Bs,tis)

∗ηs = (i∗sm ⊗ i
∗
sm−1
⊗ · · · ⊗ i∗s1)(ηsm ⊗ ηsm−1 ⊗ · · · ⊗ η1) =

= i∗smηsm ⊗ · · · ⊗ i
∗
s1
ηs1 = i∗smζsm ⊗ · · · ⊗ i

∗
s1
ζs1 =

= (i∗sm ⊗ i
∗
sm−1
⊗ · · · ⊗ i∗s1)(ζsm ⊗ ζsm−1 ⊗ · · · ⊗ ζ1) =

93



= (Bs,tis)
∗ζs = i∗sB

∗
s,tζs = i∗sζt,

odakle sledi isi
∗
sηt = isi

∗
sζt ∈ Et.

Za s ≤ t ∈ Jt, na osnovu identiteta itβt,s = is va�i

isi
∗
s iti
∗
t = isi

∗
s .

Kako je B matriqna algebra, va�i B = C2. Primena Stava 11.4 i Primedbe

11.5, u ovom sluqaju, obezbe�uje da je Et = (Et)C2 ujedno i Hilbertov prostor sa

skalarnim proizvodom (·, ·) = tr(〈·, ·〉).

Prema tome, kako je Et = span{is(a) : a ∈ Es, s ∈ Jt} na osnovu osobine (2)

konstrukcije induktivnog limesa (Primedba 11.9), rastu�a familija projek-

tora (isi
∗
s) jako konvergira identiqkom operatoru na Et pa dobijamo ηt = ζt.

Surjektivnost preslikava�a i∗:

Neka je ξ = (ξt) (slaba) jedinica u (E, β) za koju je ‖ξt‖ ≤ eta za neko a ∈ R.

Neka je t > 0. Za svako s = (sn, . . . , s1) ∈ Jt, definiximo

ξs = ξsn ⊗ · · · ⊗ ξs1 .

Za s ≤ t ∈ Jt va�i
ξs = β∗t,sξt. (11.8)

Na osnovu Leme 11.16, uzimaju�i B 3 b = I (identiqki operator), zak	uqujemo

da familija (itξt)t∈Jt konvergira u Hilbertovom B − B modulu Et. Oznaqimo

�enu graniqnu vrednost

lim
t∈Jt

itξt = ηt ∈ Et. (11.9)

Poka�imo da je η = (ηt) jedinica u (E , B).

Za x1, x2, . . . , xk ∈ Es i y1, y2, . . . , yk ∈ Et, k ≥ 1,〈
Bs,tηs+t,

∑
l

xl ⊗ yl

〉
=
∑
l

〈
ηs+t, B

∗
s,t(xl ⊗ yl)

〉
=

=
∑
l

lim
s^t∈Js^Jt

〈
is^tξs^t, B

∗
s,t(xl ⊗ yl)

〉
=
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=
∑
l

lim
s^t∈Js^Jt

〈(is ⊗ it)(ξs ⊗ ξt), xl ⊗ yl〉 =

=
∑
l

lim
s^t∈Js^Jt

〈isξs ⊗ itξt, xl ⊗ yl〉 =
∑
l

lim
s^t∈Js^Jt

〈itξt, 〈isξs, xl〉 yl〉 =

=
∑
l

〈ηt, 〈ηs, xl〉 yl〉 =
∑
l

〈ηs ⊗ ηt, xl ⊗ yl〉 =

〈
ηs ⊗ ηt,

∑
l

xl ⊗ yl

〉
.

Odavde zak	uqujemo da je η jedinica u (E , B).

Neka je x ∈ Et. Koriste�i (11.9), osobinu (1) konstrukcije induktivnog

limesa (Primedba 11.9), kao i (11.8), vidimo da va�i

〈i∗tηt, x〉 = 〈ηt, itx〉 = lim
r∈Jt
〈irξr, itx〉 = lim

r∈Jt
〈i∗t irξr, x〉 =

= lim
r∈Jt

〈
β∗r,ti

∗
r irξr, x

〉
= lim

r∈Jt

〈
β∗r,tξr, x

〉
= lim

r∈Jt
〈ξt, x〉 = 〈ξt, x〉

pa dobijamo i∗tηt = ξt.

Primedba 11.18. Dobijeni rezultat je daleko od opxteg jer se posmatraju

samo algebre ograniqenih linearnih operatora na konaqno dimenzionim Hil-

bertovim prostorima, tj. matriqne algebre.

Primedba 11.19. Jedan od problema koji nastaje ukoliko se posmatraju Hil-

bertovi moduli nad B(H), gde je H beskonaqno dimenzioni Hilbertov prostor,

jeste u tome xto, u opxtem sluqaju, zatvoreni podmoduli u Hilbertovom modulu

nisu ortogonalno dopu�ivi.
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